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& Résumé &

Ce mémoire porte sur les estimations optimales pour le projecteur de Bergman dans le disque
unité de C. On note A% (D) I'espace de Bergman a poids : ¢’est I'espace des fonctions analytiques qui
sont dans L*(D,dA,). Ici, @ > —1 et dA,(2) = (o + 1)(1 — |2[*)*dA(z2) ot dA(z) est la mesure de
Lebesgue normalisée sur D. Le projecteur de Bergman dans le disque unité est défini sur L*(ID, dA,)

par :

P.f(2) ::/D%dfla(w) , z€D.

Dans ce mémoire, a travers les travaux de David Békollé et Aline Bonami en 1978 nous montrons
que pour un poids w, le projecteur de Bergman est de type (p, p) sur LP(D,dA,) (1 < p < +00) (res-
pectivement de type faible (1,1) sur L'(D,wdA,)) si et seulement si w est dans la classe (B,,) (res-
pectivement (B 4)) de Békollé-Bonami. Ensuite, grace aux travaux de Sandra Pott et Maria Carmen
Reguera (2012) nous donnons une estimation optimale du projecteur de Bergman sur LP(D,wdA,)
(1 < p < +00) suivant la caractéristique B, ,(w) de Békollé-Bonami moyennant le modele dyadique

et une adaptation de la méthode de Cruz-Uribe, Martell et Pérez.
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& Abstract &

This work focuses on the sharp estimates of the Bergman projection in the unit disk. We denote
by A%(D) the weighted Bergman space on the unit disk of C : it is the space of analytic function
in L?(D,dA,). Here, @ > —1 and dA,(2) = (o + 1)(1 — |2]?)*dA(z) where dA(z) is the normalized

Lebesgue area measure on D. The Bergman projection is defined on L*(DD,dA,) by :

P.f(2) ::/D(f(w)dAa(w) , z€D.

1 — zw)?te

In this thesis, from the work of David Békollé and Aline Bonami in 1978, we prove that given a
weighted w on D, the Bergman projection is of type (p, p) on LP(D,wdA,) (1 < p < +00) (respectively
of weak type (1,1) on L*(D,wdA,)) if and only if w belong to (B, ) class (respectively (B ) class)
of Békollé-Bonami. Later, thanks to a work of Sandra Pott and Maria Carmen Reguera, we give
sharp estimates for the Bergman projection on LP(D,wdA,) (1 < p < +00) in terms of Békollé-
Bonami constant B, ,(w) by the means of a dyadic Modele approach and an adaptation of a method
of Cruz-Uribe, Martell and Pérez.
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& Introduction &

On considére la mesure radiale définie par dA,(z) = (o + 1)(1 — |z[*)*dA(z), z € D, avec
—1 < a < 400 ou dA(z) désigne la mesure standard de probabilité de Lebesgue sur D. On définit
I'espace AP(D,dA,) (0 < p < +00) de Bergman comme étant ’ensemble des fonctions holomorphes

sur 2 qui sont dansZ”(D,dA,). On note P, le projecteur de Bergman définit par

Pof(2) :/ﬂ)%ma(w), 2 eD.
C’est un opérateur intégral dont le noyau est défini par K,(z,w) = (1 — 2w)~ %), z,w € D : Clest
le noyau de Bergman. La recherche de la dualité sur les espaces AP(ID,dA,) conduit au probléme
de continuité du projecteur de Bergman sur les espaces LP(D,dA,). De plus, on montre grace a
la théorie des intégrales singulieres développée par Coifman et Weiss en 1971 [8] dans le cadre des
espaces de natures homogenes que le projecteur de Bergman est une intégrale singuliere. Plusieurs
mathématiciens ce sont penchés sur le probléme de continuité d’un opérateur d’intégrale singuliere
a cette époque. On peut citer : Muckenhoupt, Hunt et Wheeden [15], Coifman et Fefferman [9],
Calderon [6] etc... Le probleme principal était celui de la caractérisation des fonctions posituves w,
localements intégrables sur un espace homogene (X, d, ) pour lesquelles un opérateur d’intégrale

singuliere T" est bornée sur LP(wdp) (1 < p < 4+00) c¢’est-a-dire qu'il existe C' > 0 tel que :

HTfHLP(wdu) < OHfHLP(wdu)' (1

~—

Mais, plutot, en 1972 Muckenhoupt [19] avait introduit une classe (A4,) dite de Muckenhoupt pour
laquelle bon nombre de ces opérateurs en particulier ceux de la classe de Calderon-Zygmund saisfai-

saient I'inégalité (1) si et seulement si w appartient a la classe (A,) c’est-a-dire w vérifie

1Bl (1Bloir \"
A, (w) = sup = < +o0. (2)
’ 5 B \ B

Paradoxalement, pour la simple raison que le noyau de Bergman est de classe C*° sur D et
n’est singulier qu’a la frontiere de D, I'appartenance d’un poids a la classe de Muckenhoupt est
une condition suffisante pour avoir I'inégalité (1) et loin d’étre nécessaire dans le cas du projecteur
de Bergman P,. Des lors, I’étude de la continuité du projecteur de Bergman présente un intérét

certain; vu qu’un résultat analogue a celui de Coifman et Fefferman fait en 1978 par David Békollé
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et Aline Bonami [5] s’étend au cas des mesures boréliennes (cas qui ne sera pas développé ici pour
des raisons d’objectivités). Ce résultat sera généralisé en dimension supérieur dans la boule unité de
C" par David Békollé [4]. Comme ses prédécesseurs, David Békollé va introduire ’espace homogene
(D,d,dA,) (que nous définirons ultérieurement) et une classe de mesures boreliennes notée (B, )
(1 < p < +00) dite de Békollé-Bonani. Puis, il enonce les résultats suivants :
e L’opérateur P, s’étend en un opérateur continu sur LP(D,du) (1 < p < +00) dans lui-méme
si et seulement si p est dans la classe (B,,).
e L'opérateur P, s’étend en un opérateur faiblement continu sur L*(ID, du) si et seulement si p
est dans la classe (B ,).
Dans le cas ou p est une mesure absolument continue par rapport a dA,, si w désigne la dérivée
de Radon-Nikodym de p (¢ = wdA,), pour ces deux résultats la nécessité de 'appartenance de
p = wdA, a la classe (By,) (1 < p < +00) se prouve & peu pres comme l'ont fait Coifman et
Fefferman [9] dans le cas de la transformation de Hilbert. Pour les réciproques, on procede par
régularisation des poids de la classe (B,,) de facon a obtenir des poids de Muckenhoupt ce qui
permet d’utiliser a nouveau le résultat de Coifman et Fefferman. Pour la réciproque du premier

résultat, on montre que pour la fonction maximal m, définit par :

Lpen(2)
o pu— — d dAa 3
" f(z) rzlil\lgligem |B(§7 7“)|a Af(ém) |f| ( )

on a les inégalités suivantes :

[Mafllrwisn)y < Cllfllrwdan); (4)
HPafHLP(wdAa) < CHmaf“LP(wdAa)‘ (5)

Pour La réciproque du second résultat on montre que m,, est de type faible (1,1) sur L'(wdA,) ; puis

on utilise un découpage de type Calderon-Zygmund.

Les harmoniciens font face a une frustration majeur car les techniques qu’ils utlisaient n’offraient
pas une réelle visibilité sur la dépendance de la norme a poids de Muckenhoupt d’un opérateur
d’intégrale singuliere. Cette nouvelle préocupation va succiter de tres belles pages d’analyse. C’est
ainsi qu’en 2007 Petermichl [20] dans le cas de la transformation de Hilbert a prouvé I'estimation est

optimale suivante :

1T fll2w) < CA(@)|[ fll 22(w) (6)

ou la constante C' est indépendante de w. Ce résultat sera a I’origine de la conjecture A, (1 < p < +00)
qui stipule, qu'une estimation optimale pour un opérateur de type Caldéron-Zygmund 7" en fonction

de la constante A,(w) est donnée par :
max (1, ——
IT fllzow) < O Ap(@)™ 7 fl| o). (7)

Ou C(T') est une constante qui dépend uniquement de T'. La recherche d’une telle estimation n’est
pas fortuite car, en 2001, Astala Iwaniec et Saksman [2] ont démontré que les résultats optimaux de

régularité des solutions des EDP de Beltrami étaient vérifiées des lors qu’on supposait que la norme

Mémoire de MASTER: Estimations optimales pour le projecteur |:| FOGHEM GOUNOUE Guy Fabrice © UY1 2014
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d’opérateur de la transformation de Beurling-Ahlfors satisfaisait (7) pour p > 2. La conjecture A, sera
finalement démontrée en 2011 par Hytonen [16]. Suite a ce nouveau developpement de la conjecture
A,, une question intéressante serait celle de savoir s’il est possible de prolonger ce résultat a une
sorte de conjecture B,, pour le projecteur de Bergman. Il s’agit aussi d’améliorer le résultat de
Alexandru et Constantin [1] qui dans une tentative de résolution de la conjecture B,, ont réussi
a controller la norme LP a poids de Békollé-Bonami du projecteur de Bergman sur la boule unité
de C™ par la constante Béa(w). Mais, dans leur article [21] publié en 2013, Sandra pott et Maria
Carmen Reguera ont prouvé grace a la notion grille dyadique que 1'opérateur de Bergman dans le

disque unité satisfaisait & des estimations analogue a (6) données par :

||Po¢f|ILP(wdAa) S Cp7a[Bp,a(w)]maX(Lﬁ)||fHLp(wdAa) (8)

ou Cp, est une constante indépendante de w. Elles prouvent (8) en transférant le probleme dans le
demi-plan complexe supérieur au moyen d’une bijection. Les grilles dyadiques permetent de définir les
opérateurs dyadiques qui sont des opérateurs approchant le projecteur de Bergman indépendanment

des poids w de la classe (B, ).

Notre mémoire, présente deux objectifs majeurs : nous devons caractériser la continuité LP a poids
pour le projecteur de Bergman dans le disque unité ; puis, mettre en exergue les travaux de Sandra
pott et Maria Carmen Reguera c’est-a-dire prouver les estimations (8). Pour cela, nous adoptons le
plan suivant :

e Au chapitre un, nous rappelons les notions qui seront utiles dans ce mémoire.

e Le chapitre deux est consacré aux espaces de Bergman dans le disque unité et a une présen-
tation des poids de Békollé-Bonami.

e Le chapitre trois est consacré a la preuve du théoreme de Békollé-Bonami.

e Enfin, au chapitre quatre, nous nous inspirerons du travail Sandra Pott et de Maria Carmen
Reguera pour [21] pour prouver une nouvelle version de la preuve du théoreme de Békollé-

Bonami qui offre une estimation optimale du projecteur dans le cas ou 1 < p < 4o00.

Mémoire de MASTER: Estimations optimales pour le projecteur |:| FOGHEM GOUNOUE Guy Fabrice © UY1 2014
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‘3@ Chapitre Un ‘ * *

Notions préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons certaines notions utiles pour 1’élaboration des résultats prévus
dans le cadre de mémoire. Il s’agit principalement des éléments de la théorie d’intégration, d’analyse

fonctionnelle linéaire, de variables complexes et ainsi que quelques résultats d’analyse harmonique.

1.1 Rappels sur la théorie d’intégration

Dans cette section on énonce quelques résultats de base de la théorie d’intégration qu’on utilisera.

Le triplet (X, A, p) désignera un espace mesuré. Cette partie est extraite de [3] et de [13].

Définition 1.1.1. Pour 0 < p < 400, LP(X,u) désigne I'ensemble des (classes de) fonctions

f p-mesurables sur X et a valeurs dans C telles que que |f|P soit u-intégrable.

L>(X, p) est 'ensemble des (classes de) fonctions f p-mesurables sur X et a valeurs dans C telles
qu'il existe une constante ¢ > 0 vérifiant u ({z € X : |f(z)| > ¢}) = 0 ou encore

|f| < ¢ p-presque partout.

Pour 0 < p < +oo et f € LP(X, i) on note

3=

£ = ([ 17@)Pdata) )

Et pour f € L*>(X, ) on note

[ fllzoe(x,u) = ess sup | f| =inf{c > 0:[f| <c, p—pp}

Dans la suite, LP(X sera noté simplement LP et (X)) = uand cela n’engendrera
pas de confusion. Sauf mention contraire, lorsque X = R", la mesure considérée sera la mesure de

Lebesgue sur R™.

Théoréme 1.1.1. Soient f et g deux fonctions mesurables sur X.

1) Si feLP(X,pu) et ge LY (X, u) avec %—F i =1 alors fg € L'(X, p). De plus,

falli < I fllpllglly- (Inégalité de Holder)



1.1. Rappels sur la théorie d’intégration

2) Si f,g€ LP(X,p) alors on a :

1f+ gl < 171+ llgllp- (Inégalité de Minkowski)

Théoréme 1.1.2. (Convergence monotone de Beppo-Levi)

Soit {fn}nen une suite croissante de fonctions positives et p-intégrables. Alors,

lim / fdp= [ Tim fodpu
X

n—+oo X n—-+oo

De plus, si sup | fr,dpu < 400 alors {f,}, converge simplement p-presque partout vers f = sup f,
neNJX neN
et f est u-intégrable .

Théoreme 1.1.3. (Convergence dominée de Lebesgue)
Soit {fn}nen une suite d’éléments de LP avec 1 < p < 400 qui converge simplement p-presque
partout vers une fonction f. On suppose qu’il existe une fonction positive g € LP telle que pour tout

n € N, on ait : |f,| < g p-presque partout. Alors f € LP et || f, — f|l, — 0 quand n — +o0.

Dans le cas p =1 on a tout simplement lim / fodp = / fdpu.
n—+oo Jx X

Théoreme 1.1.4. (Continuité sous le signe somme)

Soit f: X x E — R, ot E est un espace métrique. Si on pose

o(t) = [ f(,O)dp(x)

et on suppose que :
(1) Pour tout t € E, f(-,t) est u-intégrable sur X ;
(2) Pour presque tout x € X, f(z,-) est continue sur E';

(3) Pour tout ¢ty € F, il existe V, un ouvert de ¢y, contenu dans E et il existe g, une fonction
p-intégrable sur X ne dépendant que de la variable x vérifiant : pour tout t € V,

|f(-,t)] < g p-presque partout.

Alors la fonction ¢ est continue sur E.

Théoreme 1.1.5. (Riesz-Fisher)
Pour 1 < p < +o0, (L?, || - ||,) est un espace de Banach.

Théoréme 1.1.6. (Réciproque du théoreme de la convergence dominée de Lebesgue)

Si { fn}nen est une suite d’éléments de L? qui converge dans L vers f € LP (c’est-a-dire || f,— f||o» —
0 quand n — +00) alors on peut extraire de la suite { f, }, une sous-suite { f,,, }x et on peut trouver
une fonction g € LP telles que la suite {f,, }r converge simplement vers f p-presque partout et pour

tout k € N, |fn,| < g p-presque partout.

Proposition 1.1.1. Soit 1 < p < 4o00. Si © C R™ est un ouvert alors LP(), ;1) est un espace

séparable.

Théoreme 1.1.7. (Fubini)

Mémoire de MASTER: Estimations optimales pour le projecteur |:| FOGHEM GOUNOUE Guy Fabrice © UY1 2014
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1.1. Rappels sur la théorie d’intégration

(1) Soient (X, A;, ii)1<i<k k espaces mesurés o-finis, soit
Fi(Xix o xXp, A1 @@ Ay) — (@JF,B(RJF)). Soit 4 la mesure produit sur
(X1 x - x Xg, A ® -+ ® Ag). Pour toute permutation o de {1,...,k}, on a I'égalité :

/ fduz/ / (@, 2k) Aoy (Tor)) - - Aoy (Togr))-
X1 X x X, Xo(1) Xo(k)

(2) Sila fonction f est mesurable et de signe quelconque, alors le résultat ci-dessus reste valide a

condition que I'on ait I’hypothese supplémentaire suivante :

/ | fldp < +o0.
XXX Xp

Théoréme 1.1.8. (Représentation de Riesz pour les espaces LP)
Pour 1 < p < 400, le dual topologique (LP)" de LP est isométrique a l’espace LY, ou p/ est tel que

%+z% — 1. Plus précisement, pour T € (L?)', il existe une fonction g € L telle que pour tout f € LP

on a :
Tf=(f.9)= | fadn.
De plus, par dualité, on a : ||T'||(zey = ||gl|»r = sup / fgdu‘ . Ainsi on identifie (LP) & L*' grace
IFllp=11/X

a l'isomorphisme isométrique :

/

<.’.>; P
g +—{(,9):LP —C
f—ifig) = [ fadu.

— (L?)

Théoreme 1.1.9. Soit (X, A, 1) un espace mesuré o-fini (c’est-a-dire qu’il existe une suite { X, },
d’éléments deux a deux disjoints de A vérifiant X = | J X, et p(X,) < 400). Si f est une fonction

mesurable telle que pour toute fonction g mesurable positive on a / fgdp > 0 alors f > 0 u-presque
X

partout.

Définition 1.1.2. Sur un espace mesurable (X, .4), une mesure v est dite absolument continue par

rapport & une autre mesure g (on note v < p) lorsque pour tout
A€ A u(A)=0=v(A) =0.

Théoreme 1.1.10. (Décomposition de Radon-Nikodym)

Soient v et p deux mesures positives sur un espace mesurable (X,.A). alors v se décompose de
manieére unique sous la forme v = v, + v, ou v, < p et v, est singuliere par rapport a p (c’est-a-dire
il existe A, B € A disjoints tels que v4(A) = v4(X) et u(B) = p(X). De plus, il existe une fonction
f mesurable positive, telle que v, = fu (VG(A) = / 1a fd;z). On dit que f est la dérivée de Radon
de v par rapport a pu. *

Corollaire 1.1.1. Soit (X, A, ;) un espace mesuré, alors les mesures absolument continues par

rapport a p sont sous la forme v = fu ot f est une fonction mesurable positive.

Mémoire de MASTER: Estimations optimales pour le projecteur |:| FOGHEM GOUNOUE Guy Fabrice © UY1 2014
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1.2. Espaces LP-faible et interpolation de Marcinkiewicz

1.2 Espaces LP-faible et interpolation de Marcinkiewicz

Avant d’énoncer le théoreme d’interpolation de Marcinkiewicz dans les espaces LP, nous rappelons

sommairement les définitions et quelques propriétés des espaces LP-faible; confere [13, Pages, 31-34].

Définition 1.2.1. Soit 0 < p < 4+00. On désigne par LP(X, p)-faible, noté LP>°(X, 1), 'ensemble

de toutes les classes de fonctions pu-mesurables sur X telles que

P
Ifllpne = mf{c >0 p(fe € X |f(@) > a}) £ 5 Va > o} < +oo

= sup{ay({x eX:|f(z)>a})r,a> O}.
L’espace L*°-faible est par définition I’espace L*°.

Définition 1.2.2. Soient 1 < p,p' < 400 et T : LP —» L*" une application. On dit que T est de
type (fort) (p,p’) ou bien que T est bornée de LP dans L il existe une constante A, , > 0 telle que
pour toute fonction f € LP, || Tf|y < A, x|l f|l,. Par conséquent lorsque T est linéaire cela entraine
la continuité de T'.

On dit que T est de type faible (p,p) avec 1 < p’ < 400 (resp de type faible (p, 00)) s’il existe une
constante A, ,, > 0 (resp A, > 0) telle que pour toute fonction f € L?,

IT e < Apgrll o Cestrandive

p/
p{z e X |Tf(z)] > a}) < (AP’p/Hpr> quelque soit a > 0
&Y

(resp [|T'flloc < Ap|[fllp (c’est-a-dire T"est de type (p, 00))).

Dans ces conditions, lorsque T est linéaire on dit que 7" est faiblement continue de L? dans L* pour

dire que T est de type faible (p,p’).

Remarque 1.2.1. Si T est de type (p,p’) alors T est de type faible (p,p’), la réciproque n’étant
pas vraie. Cependant, le théoreme d’interpolation di a Marcinkiewicz est le plus souvent utilisé
lorsqu’on désire montrer qu’un opérateur sous-additif est borné de L? dans L* sachant qu'il vérifie

des estimations de type faible. Il s’énonce comme suit :

Théoreme 1.2.1. (Interpolation de Marcinkiewicz)

Soient pg et p; deux éléments de [1,4+00] tels que 1 < py < p; < +00. Soit T une application sous-
additive définie sur LP° + LP' a valeurs dans l'espace des fonctions mesurables sur X, c’est-a-dire
IT(f + g)| < |Tf|+ |Tg| pour toutes fonctions f et g appartenant & LP° + LP'. On suppose que T
est simultanément de type faible (pg, po) et de type faible (p;,p;). Alors pour tout 0 < t < 1,7 est

de type (ps, pr) ou

1 t  1-—t
_l’_
Pt Do p1
De plus, lorsque p; < 400,

Po P %
APtvpt =2 lpt <(Ap0’p0> + <AP1,P1) )]

Pt — Po P1— Pt
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convient alors pour avoir ||T'f||,, < Ay, p |l fllp, pour tout f € LPt.

Si p; = +o00, on peut prendre

1
(Apo, po )m] . '

Apop =2 [pt Pt — Po

1.3 Rappels d’analyse fonctionnelle et linéaire

Les différents résultats de section peuvent étre retrouver dans [7, 3].

Théoréeme 1.3.1. (Graphe fermé)

Une application linéaire f entre deux espaces de Banach E et F' est continu si et seulement si pour
toute suite {z,}, d’éléments de FE telle que x, — 0 (dans E) et f(x,) — y (dans F') quand
n — 400 alors y = 0.

1.3.1 Espaces de Hilbert

Soit H un espace vectoriel sur le corps K(= R ou C). On rappelle qu’un produit scalaire sur H
est une forme hermitienne sur H qui est définie positive. Nous noterons (, ) pour désigner un produit

scalaire sur H. Plus précisement, pour x,y,z € H et A € K, on a :

(1) (x+ Ay, 2) = (z,9) + My, 2) ;
2) (z,y+X2) = (z,y) + Mz, 2) ;

(
(3) (z,9) =y, 2);
(4) (x,z) > 0et (x,2) =0< =0 (On dit que (,) est définie positive).

De plus, l'application définie sur H par |z|| = /(z,z),z € H est une norme sur H. C’est la

norme associée au produit scalaire (, ).

Définition 1.3.1. Un espace préhilbertien est un K-espace vectoriel H muni d’un produit scalaire
(,). On notera (H, (,)) ou simplement H.
Si en plus H est complet pour la norme associée au produit scalaire (, ), alors on dit que (H, (,)) est

un espace de Hilbert.

Définition 1.3.2. Deux vecteurs x et y d’un espace préhilbertien H sont dits orthogonaux lorsque
(z,y) = 0. Et si A est une partie non vide de H, alors on appelle orthogonal de A et on note A+
'ensemble défini par : At = {z € H: (x,y) =0Vy € A}.

Théoréme 1.3.2. (Projection orthogonale)
Soit H un espace de Hilbert. Soit F' un sous-espace de Hilbert (ou encore un sous-espace fermé)
de H. Alors, pour tout x appartenant a H, il existe un unique élément noté Prx appartenant a F
vérifiant :

|z — Prx|| = d(z, F) = inf{||z — 2|, 2 € F}. (1.1)

De plus, Prx est 'unique élément de F' tel que x — Prx soit dans 'orthogonal de F' : c’est le projeté

orthogonal de z sur F.
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L’application notée Pp définie de H dans F' qui a = associe Prx est la projection orthogonale de H

sur F.

Remarque 1.3.1. La relation (1.1) reste valide lorsque H est seulement préhilbertien et F' une
partie non vide de H, convexe et qui est un espace métrique complet pour la distance induite par la

norme associée au produit scalaire de H.

Proposition 1.3.1. Soient H un espace de Hilbert et F' un sous-espace fermé de H.

(1) Pour x et y dans H, on a : ||Prz — Pry|| < ||z — y|| (Cette inégalité reste vraie lorsque F' est

un convexe fermé et non vide de H).
2
3

(2) Lorsque F' # {0}, Pp est un opérateur linéaire continue de norme 1.
(3)
(4) Ppo Pp = Pp.
(5)
(6)

Pour z et y dans H, on a : (Prx,y) = (x, Pry).

5 ImPp=F , ker Pr = P {0} = Ft et H=F & F*.
6) Pp. = 1dy — Pp.

Théoréme 1.3.3. (Théoréme de représentation de Riesz)
Soit H un espace de Hilbert et soit ¢ une forme linéaire continue sur H. Alors il existe un unique

vecteur a dans H tel que pour tout x € H, o(x) = (z,a) et ||¢|| = ||a|.

1.3.2 Bases hilbertiennes

Définition 1.3.3. Soit H un espace préhilbertien et soit / un ensemble non vide d’indices. On dit

que la famille {e;};c; d’éléments de H est orthogonale si on a : (e;,e;) =0 pour i,j € I, i # j.

1 sit=y
De plus, si ||e;]| =1 Vi € I, c’est-a-dire (e;,e;) = d;; = o ] alors on dit que la famille
0 sii#j
(€;)ie 1 est orthonormée ou orthonormale.
Théoréme 1.3.4. (Théoreme de Pythagore généralisé)
+o0
Soient H un espace de Hilbert et {x,},cn une suite orthogonale d’éléments de H. La série Z T
—0
+00 "
converge dans H si et seulement si la série numérique » |z, ||* converge. Dans ce cas, on a la relation
n=0

de Pythagore généralisée
2

+o0
D Tn
n=0

—+00

2

= > [lzall®
n=0

Théoréme 1.3.5. Soit H un espace de Hilbert, soit {e, },en une suite orthonormée d’éléments de
H et soit F' le sous-espace de Hilbert qu’elle engendre, c¢’est-a-dire que F' est I'adhérence dans H du

sous-espace engendré par la suite {e, },en. Alors

+o0
(1) Pour tout = € H, la série > (z,e,)e, est convergente et sa somme est égale & Ppx et on a
n=0
I'inégalité de Bessel :
+o0
2 _ 2 2
|Prel® =) [{z, en)* < [lz]|*.
n=0
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+o0 .
(2) Quelque soient x et y dans H, la série numérique » (z,e,)(y, e,) est absolument convergente
—0
et on a: !
+o0 .
> (w,en)(y, en) = (Pra, Pry).
n=0

Définition 1.3.4. Soit H un espace de Hilbert. On appelle base hilbertienne de H toute famille
{e; }ic 1 orthonormée de H qui est totale ¢’est-a-dire que le sous-espace engendré par {e; };c ; est dense

dans H.

Théoréme 1.3.6. (Théoreme des bases hilbertiennes)
Soit {e, }nen une suite orthonormée d’'un espace de Hilbert H. Les assertions suivantes sont équiva-

lentes :

(1) {en}tnen est une base hilbertienne de H.
+oo
(2) Tout élément x dans H s’écrit sous la forme z = > (z,e,)e,.
n=0
+oo .
(3) Quels que soient z et y dans H, on a : (z,y) = > _(z,e,)(y, €,).
n=0

(4) Pour tout x dans H on a l'identité de Parseval-Bessel :

—+00
l2)* = > (2, en)]?
n=0

Théoréme 1.3.7. Tout espace de Hilbert séparable (c’est-a-dire qui contient une partie dénom-

brable qui est totale) possede une base hilbertienne.

1.3.3 Opérateurs dans les espaces de Hilbert

Définition 1.3.5. Soit H un espace préhilbertien et soit u un opérateur dans H. On appelle
opérateur adjoint de uw un opérateur noté u* qui est tel que (u(x),y) = (z,u*(y)), pour
x,y € H.
Lorsque u = u*, on dit que u est un opérateur auto-adjoint.
Proposition 1.3.2. (1) L’adjoint d’un opérateur s’il existe, est unique.
(2) Si H est un espace de Hilbert, alors tout opérateur continu sur H posséde un unique adjoint.
(3) (w)* =u; (u+v) =u*+0v"; (qu)* =au*; (uov)* =v*ou*.
(4) Si u est inversible alors u* est aussi inversible et (u*)™! = (u™1)*.
(5)

5) Lorsque u est continue, alors u* 'est aussi et on a ||u|| = ||u*||.

1.4 Quelques résultats de variables complexes

Cette section est un extrait du livre [22].
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1.4.1 Holomorphie et analyticité

Soient a € C et r > 0. On note par :
D(a,r) ={z € C: |z —a| <r} le disque ouvert de centre a et de rayon r.

D(a,r) ={z€ C:|z—a|l <r} est le disque fermé de centre a et de rayon r.
C(a,r) ={z€ C: |z —a|=r} est le cercle de centre a et de rayon r.

Définition 1.4.1. Soient ) un ouvert de C et f une fonction de €2 dans C. On dit que f est

z)— fla
holomorphe (dérivable au sens complexe) en un point a de €2 si la limite de M existe quand
zZ—a
z tend vers a. Cette limite est alors appelée la dérivée de f en a et est notée f'(a). On dit que f est

holomorphe sur €2 si elle est holomorphe en tout point de €.

L’ensemble des fonctions holomorphes sur €2 est noté H ().

Définition 1.4.2. Soient 2 un ouvert de C et f : {2 — C une fonction d’une variable complexe.
On dit que f est analytique en a de  s’il existe r > 0 tel que le disque D(a,r) est contenu dans {2

et si on peut trouver une suite {a, },en de nombres complexes telle que pour tout z € D(a,r) :

“+o00

f(2) =" an(z—a)".

n=0
On dit que f est analytique sur €2 si elle est analytique en tout point de ).

On note A(Q2) 'ensemble des fonctions analytiques sur 2.
Proposition 1.4.1. Si Q2 est un ouvert de C, alors A(2) = H(Q).
Théoreme 1.4.1. Soient €2 un ouvert de C et f une fonction analytique de €2 dans C qui est
continue. Les propiétés suivantes sont équivalentes :

(1) Pour tout disque D(a,r) contenu dans €2, on a :

1 2 .
fla) = 27r/0 f(a+re)dt. (Formule de la moyenne)

(2) Pour tout disque D(a,r) contenu dans €2, on a :

1
fla) = — f(z + iy)dady. (Formule de la moyenne planaire)
< JD(a,r)

Proposition 1.4.2. Soient 2 un ouvert de C, f une fonction holomorphe sur Q et D(a, ) un disque
+oo

fermé contenu dans €2. Si le développement de f en série entiere au voisinage de a est Z an(z—a)",
n=0

onapourn € N :

(n) 1 27 , .
/ n|(a) =a, = 2mm/0 fla+ret)e ™ dt.

Corollaire 1.4.1. (Inégalités de Cauchy)
Soit f une fonction holomorphe au voisinage du disque D(a,r). Alors les coefficients {a, }nen du

développement en série entiere de f en a vérifient :

la,| < M(r)r™ ou M(r)= sup |f(2)|

2€ D(a,r)
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Théoréme 1.4.2. (Weierstrass)
Soit {f,}, une suite d’éléments de H(§2) qui converge uniformément vers f sur tout compact de C
contenu dans €2, alors f € H(). En outre, quelque soit k entier naturel, la suite {f*}, converge

uniformément sur les compacts de C contenu dans Q vers f*)

1.4.2 Fonctions Gamma et Béta

Définition 1.4.3. [13, Pages,416-424]

(1) On appelle « fonction Gamma » la fonction définie pour = €]0, +o00[ par
+oo
['(x) :/ e it 1de.
0
(2) On appelle « fonction Béta » la fonction définie pour un couple (z,y) €]0, +00[x]0, +oo[ par

Say) = [ e — o ar

Propriété 1.4.1. (1) T est bien définie et de classe C* sur |0, +o0].
(2) Pour tout z €]0, +oo[,['(x + 1) = 2I'(x). En particulier pour n € N,T'(n+ 1) =

(3) Pour tout = €]0, 1[,['(x)I'(1 — x) = sinwﬂx'
(4) Pour tout couple (z,y) €]0,+o0[x]0, +oo[, 5(z,y) = Im

(5) On a I’équivalence : I'(z + 1) ~ /27x (x) lorsque  — +o00 (Formule de Stirling).
e

(6) Pour |[z| <let A>0ona:
XT(n+A)

(1—2) =3

n=0 Tﬂlﬁ(A) !

n

Preuve. (5)Nous allons juste prouver la formule de Stirling. En effectuant successivement les chan-
gements de variables t = x + sx\/% ety = \/g I’on vérifie que :

(et 1) = ( ) @/+oo 77)(13 c’est-a-dire W = /Rf(y, s)ds

625y

145 2y
Oou f(y,s) = (:y) 1i_y+00[(5). L'on vérifie aisément les inégalités suivantes :

< g(s) := (1 + s)%e*1 s —|—6_821 s).
o5 S —y<s<0 < g(s) = ( ) {t<0}(s) =C)

f(y,8)] < { (1+s)%e™ sis=0

La fonction s — g(s) est intégrable et f(y, s) — e~ lorsque y — —+00. Le Théoréme de la convergence

dominée donne le résultat escompter comme suit :

) [(x41) =3 B
m ) Var yEIPoo/ Iy, s)ds _/ “ds =/

Mémoire de MASTER: Estimations optimales pour le projecteur I:l FOGHEM GOUNOUE Guy Fabrice © UY1 2014
de BERGMAN dans le disque unité



1.5. Rappels d’analyse harmonique

1.5 Rappels d’analyse harmonique

1.5.1 Espaces de nature homogene

Définition 1.5.1. [8] On appelle pseudo-distance sur un ensemble non vide X toute application
d: X x X — R, telle que :

(1) d(z,y) =0z =y;
(2) d(z,y) = d(y,z);

(3) 11 existe une constante positive d; (d; > 1) telle que pour tous z,y,z € X,

Pour z € X et r > 0, Uensemble B(z,r) := {y € X : d(x,y) < r} est appelé pseudo-boule ouverte
de centre x et de rayon r. Les pseudo-boules ouvertes centrées en x satisfont aux axiomes d’une base

de voisinage de .

Définition 1.5.2. Soit d une pseudo-distance sur X. Une mesure borélienne positive p (X étant
supposé muni de la topologie associée a d) est dite homogene ou doublante §'il existe une constante

09 positive telle que quels que soient z € X et r > 0 on ait
w(B(x,2r)) < dou(B(x, 1)) < +00.

On dit alors que le triplet (X, d, 1) est un espace de nature homogene ou tout simplement un espace

homogene.

1.5.2 Quelques rappels de la théorie des intégrales singulieres

Lemme 1.5.1. (Lemme de recouvrement de Vitali)

Soit (X, d, ) un espace homogene et soit £ un sous-ensemble mesurable de X qui est recouvert
par la réunion d’une famille {B;};c ; de pseudo-boules ouvertes de diametres uniformément bornés,
c’est-a-dire il existe C' > 0 tel que Vj € J, diam B; < C. Alors on peut extraire de la famille {B,};c
une sous-famille finie ou infinie de pseudo-boules { By}, deux a deux disjointes telles que pour une
constante 0 > 0 ne dépendant que des constantes de X, la suite dilatée {0 By}, recouvre E, ou 0 By

est une pseudo-boule de méme centre que By et de rayon d-fois plus grand.

Sur I'espace homogene (X, d, i), soit f une fonction localement intégrable, c’est-a-dire intégrable

sur les pseudo-boules. On définit la fonction maximale de f par :

M f(z) := sup !

>0 w(B(z, 1)) /B(w) £ ()|du(y)-

Théoreme 1.5.1. (Maximal de Hardy-Littlewood)[12]

Soit (X, d, ) un espace homogene.Si M désigne l'opérateur maximal alors il existe une constante
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Ay > 0 indépandante de la mesure p telle que pour tout f € L'(X, ) et pour tout o > 0 on a :

plfr € X - Mf(x) > a}) < 22 ]

C’est-a-dire que 'opérateur M est de type faible (1,1).

Définition 1.5.3. Soit (X, d, ) un espace homogene. On dit qu'un noyau k est un a-noyau de

Carderon-Zygmund pour la pseudo-distance d si les conditions suivantes sont vérifiées :
C1

(d(@,y))*
2) 1l existe des constantes 9, co et c3 telles que pour tous z,y et yo € X satisfaisant a I'inégalité
yety g

d(y,v0) < czd(x,y), on a :

(1) II existe une constante ¢; > 0 telle que pour tous z,y € X on a : |k(z,y)| <

d<y7 90)6

k(z,y) — k(z,y0)| + [k(y, ©) — k(yo, )| < C2W .

Si de plus, pour tous Ry et Ry avec 0 < Ry < Ry et tout x € X, on a :

/ k. y)du(y) =0
R1 <d($,y)<R2

alors on dit que k£ est un noyau singulier.

L’un des théoremes fondamentaux en théorie des intégrales singulieres est le théoreme de Coifman-

Weiss qui s’énonce comme suit :

Théoreme 1.5.2. (Coifman-Weiss)
Soit k € L*(X x X, u ® p) le noyau d’un opérateur intégral T vérifiant :
(1) T est de type (2,2) sur L%
(2) Il existe deux constantes c¢; et ¢ telles que pour tous y,yo € X on ait :

k xz, - k Z, d ) < co .
/d(y,yo)gcld(a;,y)’ ( y) ( yO)l M( ) 2

Alors pour tout p,1 < p < 2, il existe une constante A, dépendant seulement de ¢; et ¢y telle que
pour tout f € L* N LP on ait : [|Tf]|, < A,|lf]l, et pour p =1, T est de type faible (1,1).

Nous aurons aussi besoin du lemme de décomposition de Whitney extrait de 'ouvrage [5].

Lemme 1.5.2. (Décomposition de Whitney)
Soit (X, d, u) un espace homogene. Soit O un ouvert strictement contenu dans X. Il existe deux
constantes positives N (N € N) et § ne dépendant que des constantes de X et une suite de pseudo-
boules B; = B(z;,r;) telles que
(1) 0=UB; ;
jEN
(2) Un point de O ne peut appartenir a plus de N pseudo-boules B; ;

(3) Les pseudo-boules d B; rencontrent le complémentaire de O dans X.
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LIRS Chapitre Deux RS

Espaces de Bergman dans le disque unité

Ce chapitre, au vu des objectifs a atteindre dans ce mémoire, est consacré a ’étude des espaces
de Bergman a poids dans le disque unité D par rapport a la mesure dA,(z) = (a+1)(1—|z[*)*dA(z)
ou —1 < a<+4oo,1<p<+ooetdA est la mesure de Lebesgue normalisée sur ID. Ces espaces sont
des espaces de Banach, résultat qu’on obtient ici comme une conséquence de ’estimation, valide sur

les sous-ensembles compacts K de D et pour tout f € H(D) :

1/p
Swp /() < Coeallflye ot e = ([ 1P

et C , est une constante positive ne dépendant que de K et . Dans le cas p = 2, A2 est un espace
de Hilbert & noyau reproduisant dont le noyau est donné par le noyau de Bergman que nous prendrons
soin de définir. Nous parlerons aussi du projecteur noté P, de Bergman a poids dans le disque unité
qui n’est rien d’autre que la projection orthogonale de I'espace L*(ID,dA,) sur le sous-espace AZ2.
Puis a la fin nous présentons les poids de Békollé Bonami. Il est important de mentionner que le

choix de @ > —1 assure tout simplement que A? # {0}.

2.1 Définition et propriétés
On désigne par C 'ensemble des nombres complexes. On dénote par

D :={z € C |2| < 1} le disque ouvert de C

:={z € C |z| =1} le cercle unité de C
H(D) est 'espace des fonctions holomorphes dans D.

On note dA la mesure de Lebesgue normalisée sur ID. Plus précisement,

1 1 .
dA(z) = —dady = —rdrdd on z=2x+iy =re?.
s T

15



2.1. Définition et propriétés

Pour —1 < a < +0o0, nous notons dA, la mesure absolument continue par rapport a la mesure dA

définie par :
(v +1)

dA,(2) == (a+ 1)(1 — |z])*dA(2) = (1 — r?)*rdrdd.

Définition 2.1.1. Soient 0 < p < 400 et —1 < a < +oo. On appelle espace de Bergman a
poids (relativement a la mesure dA,) dans le disque unité que I'on note A2 = AP (ID), 'ensemble des
fonctions holomorphes dans D qui sont dans LP(D,dA,) c’est-a-dire :

e pour 0 < p < 400
A= {f e HD) [ If(:)FdAa(z) < +oo)

e pour p = +o0, on écrit A®(D) = H*(D) qui est tout simplement le sous-espace de H(DD)

formé des fonctions bornées sur D.

Ainsi, pour 1 < p < +o0 et pour f élément de LP(D,dA,) on note par

e = ([ 15IPaAue)

la norme dans LP(ID,dA,) et pour f appartenant a L*°(ID) on note par
[fllec = sup{|f(2)| : = € D}.

Dans la suite, sauf mention contraire, on supposera que —1 < a < +oo et 1 < p < +o00.

Lemme 2.1.1. Si K est un compact de C contenu dans D, n un entier naturel, alors il existe une
constante strictement positive C o = C(K, n,p, o) ne dépendant que de K, n,p et « telle que pour
tout f élément de AP :

sup [/"(2)] < Crcall flp.a-

Preuve. K étant un compact de C contenu dans D alors nécessairement K ne rencontre pas la
frontiere T de D. Par conséquent la distance entre K et T est non nulle. Si on considere R = R(K)
cette distance, alors R = R(K) > 0 et pour tout z dans K, le disque D(z, R) est contenu dans D.

En effet, si € € D(2, R) et £ ¢ D alors [2,£]NT = {?} C D(z, R). Donc, |z —€?| < R = inf{|z—¢e%| :
z € K,e" € T} ce qui est absurde. Soient z appartenant & K, f un élément de A2 et 0 < 7 < R.

D’apres la Proposition 1.4.2 on a :

nl 27

IO

f (z + reie) e "dg. (2.1)

2mr™ Jo

En multipliant les deux membres de (2.1) par la mesure ~~—~ r?)%rdr puis en intégrant sur [0, R]

on obtient :
B n! lw — z|"

e Fw) o2
/D(Z,R) jw = 2["dAa(w) /D(zvR) (w— 2)

dA, (w). (2.2)
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En appliquant I'inégalité de Holder au membre de droit de (2.2), on a
(n) n! Z o
)| < ([ rass)” ([ atutw)

/ w — 2[*dAg(w) \/PER) D(z,R)

D(z,R)
nlA, (D(z, R))"»

[ w—rdAa(w)

D(z,R)

A

1/ 1lp. o

Mais, du théoréeme de la continuité de Lebesgue (Théoréme 1.1.4), on remarque que 'application
1—1
nlA, (D(z, R)) 7

/ w — 2["d A (w)
D(z,R)

continues avec un dénominateur qui ne s’annulle pas. Alors en prenant

qui a z associe est continue sur le compact K comme rapport de fonctions

1A, (D =5
Ck,a = sup nld, (D(z 7)) ;
€ K / lw — z["d A, (w)
D(z,R)

on aboutit a I'inégalité

sup | 1™ (2)] < Crk ol fllp. o
ze K
|
Remarque 2.1.1. Pour n = 0 la relation (2.2) s’écrit :
) = e [ F)dAw) (23)
2) = ———t w)dA, (w :
Aoc(D(Za R)) D(z,R)

qui est la formule de la moyenne planaire sur le disque D(z, R).
Théoréme 2.1.1. Pour tout p > 1, A est un sous-espace fermé de LP(D,dA,).

Preuve. Soit {f,}, une suite d’éléments de AP qui converge dans LP(ID,dA,) vers un élément f.
D’apres le Lemme 2.1.1, pour tout compact K de C contenu dans D et pour deux entiers naturels n

et m,on a:

sulp{ |(fo = ) ()] < Ckallfr = finllp,a-

zE

Cette estimation montre que la convergence de la suite {f,}, dans LP(ID,dA,) entraine qu’elle est
uniformément de Cauchy sur K. Ainsi, la suite {f,}, converge uniformément sur tout compact K
de C contenu dans D vers une fonction g holomorphe sur D. D’autre part, du fait que la suite { f,, },
converge vers f dans LP(ID,dA,), en vertu du Théoreme 1.1.6, on peut extraire de cette suite une
sous-suite { f,, }x qui converge simplement vers f pour presque tout z dans D. L’unicité de la limite
entraine que f = g presque partout sur ID. L’analyticité de g entraine que f = g sur D.

Ainsi, f est un élément de AP, ce qui prouve que A? est fermé dans LP(D, dA,). De plus, il est facile

de vérifier que AP est un sous-espace vectoriel de LP(DD,dA,,). |

Corollaire 2.1.1. Pour p > 1 AP est un espace de Banach muni de la norme || - ||, o-

Dans le cas p = 2, c’est un espace de Hilbert muni du produit scalaire usuel de L*(D,dA,).
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Remarque 2.1.2. (1) Pour p = +o0, I'espace AP est tout simplement réduit a H>°(ID) qui est le
sous-espace des fonctions bornées de H (D). Muni de la norme || - ||, H*°(ID) est un sous-espace

fermé de L>°(D) et donc aussi un espace de Banach.

(2) AP étant un sous-espace fermé dans I'espace LP(ID,dA,) qui est séparable, alors AP est aussi

séparable.
Proposition 2.1.1. Lorsque o < —1 on que AP (D) = {0}.
Preuve. Supposons fonction f # 0 telle que f € AE(D) alors 0 est zéro un isolé de f. Donc, la
factorisation implique qu'il existe m € N tel que f(z) = 2™g(z) ou g est une fonction g € H(D),

g(0) # 0. Nous affirmons que g € A2. En effet, il est évident que |g|P est intégrable sur le compact
D(0,1/2) ainsi,

/D|g<z>|pd’4a(z) = /D<o,1/z) |g(z)|pdAa(z)+/1/2§z|§1 l9(2)[PdAa(2)
- /D(o,l/z) sl ddalz) + ~/1/2<z|<1 |27 (2)PdAa(2)

< PdA 1/9)-m» .
< [ s ALY+ (127 < oo

Par conséquent g € AP et ¢g(0) # 0. Par ailleurs comme ¢ est holomorphe sur D la propriété de la
moyenne planaire mentionnée dans la relation (2.3) et I'inégalité de Hélder entrainent que tout r < 1

on a

1
901 = 507 Uy 9F104(2)

< D0, 1) " llgllpa

Compte tenus du fait que dA,(z) = % p(1 — p?)*dpdh et en raison du fait v < —1 on vérifie que
-1
D0, 7) Y7 =7 (1 —(1- 7“2)°‘+1) ", 0 lorsque 1.
Donc, |¢g(0)| = 0 ce qui contredit le fait que 0g(0) # 0 nécessairement on a f = 0 et on a le résultat

escompter. [ |

Dans certaines applications, on a souvent besoin d’approximer les fonctions de A? par de bonnes

fonctions. Le résultat qui suit nous offre deux possibilités pour le faire.

Proposition 2.1.2. Soient f une fonction holomorphe sur D et 0 < r» < 1. On définit la fonction
fr par f.(z) = f(rz) ( f. est définie sur le disque D (O, %)) Soit 1 < p < +o00.
(1) Pour tout f dans AP,
\fr — fllpa — 0 quand r—1". (2.4)

(2) Pour tout f dans A? | il existe une suite {P,},, de polyndémes holomorphes telle que

Py — fllpa — 0 quand n — +4o0. (2.5)

Ce qui montre que I’ensemble des polynémes holomorphes est dense dans A?.
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Preuve. (1) Soit f appartenant a A?. Soient 0 < r,d < 1. Pour tout w dans D, on a :
Xsp(w)|f(w)]P < [f(w)]P et xsp(w)|f(w)P — |f(w)|P lorsque 6 — 17 ou ysp désigne la

fonction caractéristique de 0ID. En appliquant le théoreme de la convergence dominée, on obtient

Jim [ fw)Pad,w) = i [ vl f(w)dAq(w)
= [ 1f()PdAqa(w)
D’ou

lim |f(w)|PdAq(w) = 0.

=17 Jo<|w|<1

Ainsi, pour € > 0, il existe 0 < §y < 1 tel que
e\P
fo 1hw) = fw)Pddaw) < (5) (26)
So<|w|<1 2

La fonction f, — f étant continue sur le compact D(0, dy), elle y est bornée. De plus, pour tout

w e E(O, 50),

w) = F)| <2 _swp [FG)] et fi(w) — f(w) quand 7 — 1

En utilisant de nouveau le théoreme de la convergence dominée, on a :

lim |fr(w) = f(w)["dAq(w) = 0.

=17 E(0760)

Ainsi, il existe 0 < rg < 1 tel que pour tout ro < r <1
c\P
[ ) = f)Pddaw) < (5) (27)
D(0,60) 2

Soit 79 < r < 1. De (2.6) et (2.7), on a

D=

1= e < (o U0 = @A) 4

D’ou ||fr — fllp,a — 0 quand r — 17,

(2) Soit f un élément de AP. Soit € > 0. Alors d’apres (2.4) on peut trouver r €]0, 1] tel que

9
1fr = fllpa < 5- (2.8)

2

Comme f, est holomorphe sur D (O, %), alors on peut écrire :
n \ r
fr(z) = Z n 2 ol a,= .
n=0 n.
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Si on considere {P,}, la suite des sommes partielles de cette série alors, des inégalités de
Cauchy,(voir Corollaire 1.4.1) elle converge uniformément sur D vers f,., puisque D est un

compact contenu dans D (0, %) Ainsi, il existe un rang a partir duquel on a :

sup P (2) = /()] < 5. (29)

zeD

Par conséquent, de (2.8) et (2.9), pour n assez grand, on a :

||Pn - f”p,a < ||Pn - fr”p,a + ||fr - f

p?a <

puisque (2.8) entraine que
([1£:62) = PueIPaAu(2))” < sup|Palz) = £r(2)] < 5.
zeD

Intéressons-nous & présent a la structure hilbertienne de I'espace A%. On rappelle que le produit

scalaire de A% est défini pour deux éléments f et g de A2 par :

(£.9)0 = [ F)9(2)dA(2)

Notons aussi que A2 étant un sous-espace fermé de I’espace de Hilbert L?(ID,dAa) qui est séparable.
Il suit donc que l'espace A2 est aussi séparable. En vertu de la Proposition 1.1.1, il en découle que
A? posseéde une base hilbertienne dénombrable. La Proposition ci-aprés nous en donne un exemple

pour cet espace.

Proposition 2.1.3. La famille {e,},, d’éléments de L?(D,dA,), définie pour z € D et un entier

naturel n par :

F'n+2+ )
nll'(2 + «) y

en(z) == "

est une base hilbertienne de A2,

Preuve : Chaque e, est un mondéme holomorphe et donc la famille {e,}, est contenue dans A2.

Soient n et m deux entiers naturels. Le passage en coordonnées polaires entraine :

(2", 2™, = (a+1) (/% ei(n—m)9d9> (/1 prrmEl(q 7’2)adr>

T 0 0
(a+1)B(n+1,a+1) si n=m
0 si n#Em

ol la derniére égalité s’obtient en effectuant le changement de variables p = r2. Mais,

nI'(2 + )

(a+1)ﬁ(n+1,a+1)=r(n+—2+&).

Ainsi, (en, em)a = On,m (OU 6, désigne le symbole de Kronecker de n et m). Il en résulte que la
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famille {e,}, est un systéme orthonormé de A%. Si f est un élément de A2 alors lanalyticité de f

entraine que pour z € D on peut écrire :

nl'(2 + «)

+oo
:,;)anzn ou f(z Zb en(z avec b, = man

Il est important de signaler que la convergence de la série de fonctions ci-dessus est uniforme sur les
compacts de . Si on considere {f,}, la suite des sommes partielles de cette série de fonctions alors,

la convergence uniforme sur les compacts de ID entraine que :

2
2 _ _
Hf||2,a - n1—1>I—&I-loo D|f7’b( )| dA - 1_1)11100 mCEm -
= n.F(Z—I—a)
— 1 b 2 R S n2-
nilfoo2| "= Zor(n+2+a)|a‘
X nl(2+ )

Ce qui prouve que la série numérique Z lan|? est convergente. De plus, la quantité

n=>0 F(n—|—2—|—a)

X nl(2+ )
n est le reste d’ordre n de la série -
||f f||2a Zr(n+2+ )

n — 400. Ce qui prouve la densité du sous-espace engendré par la famille {e, },. On en déduit que

|an|2' Dou an - f”%,a — 0 quand

la famille {e,}, est une base hilbertienne de A2. |

Proposition 2.1.4. Pour tous 1 < p,q < 400 tels que g < pona: A2 C A,

Preuve. Soit f un élément de A2. En remarquant que la mesure de D vaut A,(D) =1 et Py 1,
q
par application de I'inégalité de Holder on obtient :

[1r@raae) = [t < ([ Ireraad)” =1L,

Ce qui prouve que f appartient & A% et on a méme || flg.0 < |[fllp.a-

2.2 Noyau de Bergman

Proposition 2.2.1. Soit z un élément fixé de . Si on considere la forme linéaire ¢, qui a une
fonction f € A2 associe f(z), alors ¢, est continue sur A2 et il existe un unique k% appartenant a
A2 tel que f(z) = (f, k%), pour tout f € A2.

Preuve. En considérant le compact K = {z}, par application du Lemme 2.1.1 il suit immédiatement

que |¢:(f)] = [f(z)] <

L’existence et 'unicité de k¢ découle du théoreme de représentation de Riesz. [

pour tout f appartenant & A2. Ce qui prouve la continuité de ¢, .

Définition 2.2.1. On appelle noyau de Bergman a poids dans le disque unité relativement a 1’espace
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Ai la fonction

K,: DxD —C
(z,w) — K,(z,w) = k¥(w).

Cette fonction joue un role important dans la théorie des espaces de Bergman.

Remarque 2.2.1. Le noyau de Bergman K, reproduit tous les éléments de A2 en ce sens que pour

tout f appartenant & A2 on a :
1(2) = [ Fw)Ka(z w)dAq(w) pour tout € D (2.10)
D

Théoréme 2.2.1. (Caractérisation du noyau de Bergman)

Le noyau de Bergman K, est la seule fonction définie dans D x D telle que :
(1) Pour tout w € D, la fonction z — K,(z,w) est une fonction de AZ2.
(2) Pour tous z,w € D, K. (z,w) = Ku(w, 2).

(3) K, reproduit tout élément de A% au sens (2.10).

Preuve. De ce qui précede, K, vérifie les propriétés (1) et (3). Soient z et w deux éléments de D.

Comme k< est un élément de A2, alors en appliquant (2.10) on a

kX (w) = A kS (v) Ko (w,v)dAg(v)

= /D Ka(z,v)kg(v)dAa(v)

Ce qui entraine que K,(z,w) = K,(w, z) ce qui prouve que (2) est vérifié.
Considérons a présent o une autre fonction définie sur D x D vérifiant les propriétés (1), (2) et (3).
Soient z,w deux éléments de D. (-, w) étant un élément de A% et K, reproduisant les éléments de

A2 alors on obtient

p(z,w) =

ou la deuxieme égalité découle de la propriété (2) et la troisieme vient du fait que k2 est un élément

de A2 et que ¢ reproduit les éléments de A%. On en déduit donc l'unicité de K. [

Corollaire 2.2.1. Le noyau de Bergman K,(z,w) est holomorphe en z et antiholomorphe en w.
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2.2. Noyau de Bergman

Proposition 2.2.2. Sila famille {0, },7% est une base hilbertienne de A2, alors la série de fonctions
+o00 -
définie pour z, w appartenant a ID par Z ©n(2)pn(w) converge uniformément sur les compacts de D x

n=0
D et sa somme est indépendante de la base hilbertienne choisie. De plus, elle converge uniformément

sur les compacts de D x D vers le noyau de Bergman.

Preuve. Soit K un compact de C contenu dans . Soient f un élément de A% et w appartenant a

D. D’apres l'identité de Parseval-Bessel, on a :

“+oo
fw) = {f. on)apn(w) , (2.11)
n=0
+o0 5
2
1£12,0 = 22 [(fs @ndal” (2.12)
n=0
Ce qui montre que la connaissance d’un élément f de A2 est entierement déterminé par la connais-
+oo
sance d’une suite complexe {a, }, & carrés sommables (c’est-a-dire une suite telle que » _ |a,|* < +00).
n=0

Par ailleurs

400 1/2
(Z(]m(w)ﬁ) =sup{lzanson<w

On aboutit donc aux relations :

+oo
, Z lan|? = 1} :
n=0

400 1/2 Too

sup { (Z !son(w)P) L we K} — sup {\Zanwn(w\ we K, Y |a,* = 1}
n=0 n=0

= swp {[f(w)|:we K, ||f|a =1} < Crea

ou la deuxieme égalité est une conséquence des relations (2.11) , (2.12) et la remarque ci-dessus.
Puis la derniere inégalité est une conséquence du Lemme 2.1.1. Il vient donc que si z et w sont deux

éléments quelconques de K, alors d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

Z)Pn

< (S kentwr) " (3 leatwr) e

+oo o
Ceci prouve que la série Y ¢, (2)pn(w) converge uniformément sur les compacts de D x D,
n=0

Considérons donc ¢ la fonction qui a (z,w) € D x D associe p(z,w) Z on(z

(1) Soit w € D. Chaque ¢,, étant une fonction holomorphe, d’apres le Theoreme 1.4.2, la conver-

gence uniforme sur les compacts de D entraine que ¢(-,w) est holomorphe sur D.

Par ailleurs, en considérant K = {w} alors, de I'identité de Parsseval-Bessel et de la derniere

estimation ci-dessus on obtient :
ng H2 a Z |§0n < C%{,a < +00 .

Ainsi, p(-,w) est un élément de AZ2.

Mémoire de MASTER: Estimations optimales pour le projecteur I:l FOGHEM GOUNOUE Guy Fabrice © UY1 2014
de BERGMAN dans le disque unité



2.2. Noyau de Bergman

(2) Pour z et w appartenant a D on a : ¢(z,w) = ¢(w, z).

(3) De plus, pour f appartenant a A%, d’apres (2.11), on a pour z € D :

“+oo

f(z) = Y Af @n)awn(2) <f Zson Pz )>

n=0

:/f ngn 2)n(w)d Ay ( /f o(z,w)dA,(w).

Ou le passage de la premiere a la deuxieme égalité se justifie par un argument de convergence
+oo

uniforme sur les compacts de I de la série de fonctions Y ¢, (-)@,(2). Ainsi, ¢ reproduit tous
n=0
les éléments de A2. En vertu du Théoréme 2.2.1 on déduit que K,(z,w) = ¢(z,w) et donc la

série
—+oco

> ¢n(2)@n(w) converge uniformément sur les compacts de D x D vers le noyau de Bergman.l

Corollaire 2.2.2. Le noyau de Bergman a poids dans le disque unité est défini pour z,w € D par

1
Ko(z,w) = ———575 -
(z,w) (1 —wz)?ta
De plus,
1
w20 = ——— e
(1= Jwf?)™
Preuve. Considérons {e,},'>) la base hilbertienne définie & la Proposition 2.1.2. En utilisant la

Proposition 2.2.2 et 'alinéa (6) de la Propriété 1.4.1 on a :

XT(n+2+a) 1
K, ) = wz)" = :
) = 2 S Fara) @ " T

Si w est un élément de D, de la formule de reproduction (2.10) on a : k% (w) = (k2, k%) ,. En d’autres
termes,

ISI o = e

e = T TRy

D’ou .

rillz,o = e -

(1 — fw[?)™=

Nous avons vu que la formule de reproduction du noyau de Bergman dans le disque unité était
effective pour les éléments de A2. Qu'en est-il de ceux de AP ? Tout d’abord, signalons que pour z

appartenant a I, 'application ¢, interchangeant 0 et z et qui a w € ID associe

Z—Ww

pe(w) = 1—7zw

est biholomorphe de D dans D ( on dit qu'une telle application est un automorphisme de D) et

vérifient les propriétés ci-apres :

Proposition 2.2.3. Soient z et w deux éléments de D. On a :
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(1) ¢! (w) = ¢z (w).
2 _ (L= [2)?

(2) Le jacobien réel de ¢, |¢(w)|* = Tzt

(1= 21 = [w]?)

(3) 1= Jp:(w)|* =

|1 —zw|?
Preuve. On a :
(1)
zZ—w
z — 2
T i me _ rwlPoztw
%O‘Pz<w)_1_§z—w Tl-zw-PrEw
1 —Zw

,(w):<z—w>/:—(1—zw)+z(z—w)_ —1+z)?

P 1—zw (1—zw)? T 1 zw)?
D’ou
oz (L= 12
(3)
2
1— o, (W) = 1_’2_771]'
o:(w) L
. (I=zw)(1 - 2w) — (2 —w)(Z — W)
B |1 — zw|?
1—Jwf® — |2 + |2*w]?
|1 — zw|?
(1= |21~ Jwl?)
|1 — Zw|?

Proposition 2.2.4. Le noyau de Bergman reproduit tous les éléments de A}, au sens (2.10). C’est-
a-dire pour tout f € Al.

f(z) = /D (1_f,(guq;))2+adAa<w) pour tout z € D .

De plus, si f € H(D), la convergence de l'intégrale du membre suffit pour avoir 1’égalité.

Preuve. Pour f pris dans A!, de la formule de la moyenne planaire (2.3) sur le disque D,

£(0) = /D Flw)dAa(w) . (2.13)

Soit z € D, en remplacant f far foy, dans la relation (2.13), en effectuant un changement de variables
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et en appliquant respectivement les alinéas (1), (2) et (3) de la Proposition 2.2.3, on obtient :

foeu0) = [ fle.(w)dda(w)
= (@+1) [ flew)(1 = o 0 pu(w)) dA(w)

= (a+1) [ f)(1 — |p:(w) )¢, w)PdA(w)
= o) [ 1 ((1 — 31 - |w|2>>°“ ((1 - |z|2>2) ).

11— zw|? |1 —zw|4

D’ou

F) = (- e [ fw) dAa(w) 2.14)

(1 _ w§>2+a(l _ Z@)Q—Fa
En remplacant de nouveau f par Papplication qui & w € D associe (1 —wz)*™ f(w) dans (2.14), on

obtient alors la formule de reproduction :

flz) = /D %MQ(M.

De plus, 'on constate que la convergence du membre de droite suffit pour qu’on ait I’égalité. |
Remarque 2.2.2. (1) Etant donné que A2 C Al avec p > 1 alors 'on déduit que le noyau de
Bergman reproduit tout élément de AP au sens (2.10).

(2) Une autre preuve de la Proposition 2.2.4 s’obtient & travers le fait que A2 est dense dans A},
voir Proposition 2.1.2) comme conséquence de la densité de A2 dans Al et du théoréme de la
P q a Y

convergence dominée.

2.3 Projecteur de Bergman dans le disque unité

Définition 2.3.1. Le projecteur de Bergman a poids dans le disque unité relatif a la mesure dA,,

noté P,, est la projection orthogonale de 'espace L*(DD, dA,) sur le sous-espace fermé AZ2.

Proposition 2.3.1. Le projecteur de Bergman P, est un opérateur intégral donc le noyau est le

noyau de Bergman. Plus précisément pour f € L?(D,dA,) :

P.f(z) = /D(f(w)dAa(w) pour tout z € D . (2.15)

1 — zw)?te

Preuve. Soient f un élément de L?(ID, dA,) et z appartenant a D. P, étant la projection orthogonale
de L*(D,dA,) sur A2, alors P, f appartient & A2 et P,f — f est dans I'orthogonal de A2. La formule
de reproduction entraine que P, f(z) = (P.f, k2),,.

kS et P,f — f étant orthogonaux, on a la relation (P.f k), = (f k%), Ainsi,
Pof(2) = (Puf,kS), = (f, kZ), C'est-a-dire

Pof(z) = /D T sy Ma(w)
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2.4. Classes (B,,) (1 <p < +00) de Békollé-Bonami et ses propriétés

On montre dans [14] que le projeceur de Bergman est de type (p,p) sur LP(D,dA,) pour
1 < p < 4+00. Dans le paragraphe qui suit présentons les fonctions localements intégrables et positives
w pour lesquelles le projecteur de Bergman est de type (p,p) sur LP(D,wdA,) pour 1 < p < +oc et
de type (1, 1) sur L'(D, wdA,) il s’agit de la classe de Békollé-Bonami.

2.4 Classes (B,,) (1 < p < 4+00) de Békollé-Bonami et ses

propriétés

Nous présentons dans cette partie la classe (B, ) de Békollé-Bonami relative a l'espace de nature
homogene (D, d,dA,) qui est définie par analogie a celle (4,,,) de Muckenhoupt. Pour le faire, nous
introduisons la distance d définie sur D x D de la maniére suivante : d(0,0) = 0, pour z,£ € D\ {0},
d(z,€) = ||z] = |€]] + € — €| et d(z,0) = d(0,2) = |z] + |1 — €|, ot z = |z]e et £ = |¢]e!?. Sauf

mention contraire, les boules considérées seront désormais relatives a cette distance.

2.4.1 Classe (B,,) de Békollé-Bonami : Cas 1 < p < +00

Tout d’abord, rappelons la définition de la classe (A,,) de Muckenhoupt relative a I’espace
homogene (D, d,dA,).

Définition 2.4.1. Soient 1 < p < 400 et w un poids sur D. On dit que w (ou que la mesure wdA,,)

appartient a la classe (A4, ,) de Muckenhoupt lorsque :

|B|wa ‘B|w1_17/ «
Ao = ’ :
pa(e) 1= sup o

p—1
— <400 si p#1
| Bla )

le sup portant sur toutes les boules de (D, d,dA,); ou

A o(w) ==supw H(2)Maw(z) < +oo  si p=1.
zeD

Avec M, désignant la fonction maximale de Hardy-Littlewood (non centrée) qui a une fonction
1
mesurable f associe M, f(z) = sup ’%(f)/ |f(&)|dAL(E) , z € D, le sup portant également sur
B a /B
toutes les boules de (D, d,dA,).

Lemme 2.4.1. Soient £ € D et r > 0, si on muni C de la topologie usuelle, alors la boule B(¢,r)

touche la frontiere de D (cercle unité) si et seulement si r > 1 — [£].

Preuve. Soit z appartenant a 'adhérence de B(,r) dans C et qui est sur la frontiere de D alors
|z| = 1 et d(&, 2) <r. Donc pour £ # 0 (€ = [€]e), d(&,2) =1 — €] + [e! — z| <7 et pour £ =0 on
ad(0,z) =1+|1—z| <r.Dans les deux cas 1 — |¢] < 7.

,
Réciproquement, si on suppose que 1 — || < r; pour un entier naturel n tel que n > W, on
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2.4. Classes (B,,) (1 <p < +00) de Békollé-Bonami et ses propriétés

—-Tr

pose z, = — T avec E=1€le?sié#£0et 2, = n si £ = 0. Alors dans le cas £ # 0 on a

d(&, z,) = 1—|§|—Z < r— L <y (1—|¢| <r)etdanslecas & =0,d(0,z,) = L | <r(l1<r).
n n n
Dans tous les cas d(&, z,) < r c’est-a-dire z, € B(£,r). Par contre, si & # 0, alors |z, —e'’| = T o
n
quand n — +oo. Donc e est limite dans C d’une suite de points de B(&,r). Si € = 0 alors

|zn — 1] = T o quand n — 400 et donc 1 est aussi limite dans C d’une suite de points de
B(0,r). Dans tous les cas, si 1 — || < r alors la boule B(&, ) touche le bord de D. |

Nous désignons par A la collection de toutes les boules qui touchent le bord de D.

Définition 2.4.2. Soient 1 < p < 400 et w un poids sur . On dit que w (ou que la mesure wdA,)

appartient a la classe (B, ,) de Békollé-Bonami lorsque :

B, o(w) := sup

|B‘w,a |B‘w1*p’7a
Be# ‘B’a

p—1
<400 si p#1l ou
)

By o(w) :i=supw 1 (2)maw(z) < +oo  si p=1
zeD

avec m, qui désigne la fonction maximale (non centrée) définie pour une fonction f intégrable par

13(2)
B/ F@la© €D

meqf(2) = sup
Be A

Remarque 2.4.1.
(1) Il découle des définitions 2.4.1 et 2.4.2 que la classe (B, ) est plus grande que la classe (A4,,)
(1 <p<+00). Deplus, Byo(w) < Apa(w) siw e (Apq).
(2) Les conditions d’appartenance a la classe (A, ,) de Muckenhoupt different de celles de la classe

(Bp,) de Békollé-Bonami par les conditions a la frontiere de D.

Proposition 2.4.1. Soient 1 < p < 400 et w un poids sur D. Alors, w appartient a la classe (B, 4)
si et seulement s’il existe une constante C' positive telle que pour toute fonction f positive localement

intégrable et pour tout B € %4, on a :

(0 [, 10004)) < o [ P@etas )

Preuve. Soient B € % et p’ le conjugué de p. Si w € (B,,) alors, en utilisant I'inégalité de Holder

on a

<|B1|Q/Bf(2)dAa(z>>p _ <|Blla/3f<z)wl/p(2)w1/p(z>dAa(Z)>p

1 i p/p’ 1 .
< (\B|a [ /<z>dAa<z>> (|B|a / f(Z)w(z)dAa(Z)>

En observant que —p'/p=1—p et p/p’ = p — 1 il suit que :

(| §|a /. f(z)dAa(z)>p§ %;a <|B‘|§’:,7a>p1 (13\1w,a i fp(zw(Z)dAa(Z)). (2.16)
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2.4. Classes (B,,) (1 <p < +00) de Békollé-Bonami et ses propriétés

Par conséquent on obtient :

<|Bl|a /,9f<z)dAa(z)>p = %ﬁ:) /Bf’”(Z)W(Z)dAa(z)- (2.17)

Prendre C' = B, ,(w).

Réciproquement, supposons qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour toute fonction f

localement intégrable et positive et toute boule B € Z# l'inégalité (2.16) est vérifiée. En particulier

/

1\ -7 _
pour n € N, si on considere f, = (w + 2n> ,ona ff= (w + 2%) et

1 P C C 1\7”
AL < [ dAa</< ) dA.,.
<|B‘a/3f ) " |Blua Bfnw = [Bloa /B W+2n .
1_p/ 1 _p/
Alors en remarquant que f, = (w + 271) >w (w + 2n) , cela entraine
p—1

|Blo,a / ( 1 )—p’
’ — dA,, <.
BE \Us w+ on w <C

En faisant tendre n vers 400 et en utilisant le théoreme de Beppo-Levi pour la suite croissante de

/

1\"P
fonctions mesurables positives g, = (w + 2n> on déduit que

|B‘w « |B|w1*1’/ o ot
’ , <cC
| Bla | Bla

B étant arbitraire, il en résulte que w appartient a la classe (B, ,). [ |

Propriété 2.4.1. Soit 1 < p < +oc.
(1) Pour tout w appartenant a la classe (B,,), Bpo(w) > 1.
(2) w € (Bya) si et seulement si W' € (By.,). De plus, [Bp@(w)]p/*l = By o(w' 7).

(3) Pour tous p; et py tels que 1 < p; < pa < +00, By, o(w) < By, o(w) cest-a-dire (B,, o) est

contenue dans (B, o).
(4) La classe (B 4) est contenue dans la classe (B, ) et on a B, ,(w) < [Bia(w)]P.

(5) On suppose que 1 < p < 400 et que w € (B,,) et que B € A alors il existe une constante
0 > 0 indépendante de w telle que

12B|ua < Bpa(w)o|Blu.a- (2.18)

L’inégalité (2.18) reste valable pour toute boule lorsque w € (A4, ,).

Preuve. (1) Soit B € 4. Compte tenu du fait que z% =p—1et % = p' — 1, alors de 'inégalité de
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2.4. Classes (B,,) (1 <p < +00) de Békollé-Bonami et ses propriétés

Holder on a

U= (i [ e e

= (rBl|a ) <|B|a p//p(z)d"‘““))p/p

|B|wa |B‘w1 - o -
d < B, o(w).
Bl \ Bl ) =P

/

/

(2) Soit w € (B,4), on pose o = w! ™. Comme ;j, =p—1, Z; =p' —1let (p—1)(p—1) =1 alors
on obtient
1 /
i B] =1 | B| 1y | B |Bly1-s p'—1 /
By o)) ' = su |Bloo Y2l = gsu ik g__a = By o (w'™).
Bpo(@l" = s (( Bl.) 1Bl ) S Bl \ 15 pal")

Py 1

;i p—1 p; —1,j=1,2. Comme p; < py alors on a q1 > ¢2 (% > 1). Soient

w € (By, o) et B € % I'inégalité de Holder entraine que :

(3) Posons ¢; =

—
—_
&
4
V)
—~
S~—
oL
D
—
SN—
VRS
o
&

2
—
N
N—
o,
N

Q
—
™
S—
N———
=]
V)
~
3
oy
B
218

d’ou

1 _ a2 1 _ i
(o) = (g o vomas)
C’est-a-dire que
Bl (1B, Bl
w 2,« < w 1o < [e% B N
( . ) S\EL ) SiEl e

p2—1
1Bloa (1Bl -,
) ) <B a .
|B|a |B|a - p1, (W)

Il s’ensuit que By, o(w) < By, o(w) et donc w € (B, q)-

ou encore

(4) Soient B € & et w € (Bi,) alors 'appartenance a la classe (B ) entraine que quel que soit

o {1Bloa ) ,
zeD:w' P (2) <’\B|]> 15(2) < [Bra(w)]” w(2)1p(2). Par intégration sur les deux membres
de cette inégalité on a
| Bloi-» (\B|wa>“ ,
T ’ < [Bra(W)]” -
| Bla | Bla
Puis en observant que p =p'(p — 1) et (p — 1)(p’ — 1) = 1 on obtient finalement

—1
|B‘w,a |B|w1*p’,a b
Bl \ 1B, ) =Pl

D’olt By o(w) < [Bra(w)]’. Ce qui prouve que (By4) C (Bpa) €t By o(w) > 1 puisque
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2.4. Classes (B,,) (1 <p < +00) de Békollé-Bonami et ses propriétés

By a(w) > 1.

(5) En appliquant I'inégalité (2.17) ou I'on remplace B par 2B et f par 15 avec B € % on obtient

’B|C¥ P ’B|wa
<B,. o)
(\2B\a < Bpalw) 2B]ua

Comme la mesure dA, est doublante, il existe § > 0 tel que [2B|, < 60|B|,. Ainsi on a
12Bly.a < Bpo(w)o?|Bly.a-

On suppose maintenant que p = 1, B € £ alors la condition d’appartenance a la classe (B,)

2B w,x . , . ’ A
entraine que quelque soit z € D, 155(2) | |QB’| < w(2)B o(w) et intégrant cette inégalité sur
.+ 12Blua _ [2Bla :
B on aboutit & B =< B By o(w) < 6B1 o(w). On a donc aussi [2B|,4 < 0B14(w)|Bly.a-

Siw € (Ap.) on procede de la méme fagon, sachant que U'inégalité (2.17) est vraie pour des

boules quelconques. [ |

2.4.2 Classe (By,) de Békollé-Bonami

Nous avons observé que les classes (B,,) (1 < p < +00) étaient croissantes par rapport a p.
Nous allons définir la classe limite qui contient toutes les autres classes. Elle se définit également par

analogie a la classe (A o) de Muckenhoupt.

Définition 2.4.3. On dit qu'un poids w (ou que la mesure wdA,) appartient a la classe (Buo o) si
pour tout 4 tel que 0 < § < 1, il existe 8 vérifiant 0 < 5 < 1 et telle que pour toute boule B touchant

le bord de DD et tout sous-ensemble mesurable E de B,
|E|a > 0|Bla = |Elua > B|Blu.a-

(Dans le cas de la classe (Ax.o) les boules considérées sont quelconques).
Proposition 2.4.2. La classe (B,,) (1 <p < 400) est contenue dans la classe (Bo q)-

Preuve. Comme la classe (B ,) est contenu dans la classe (B 4), on peut supposer que p # 1. Soit
w appartenant a la classe (B, ) (1 < p < +00). Soient B € # et E un sous-ensemble mesurable de
B tels que |E|, > §|Bls (0 < d < 1). En prenant f = 1p, alors compte tenu de (2.17) on a

|E|Oé>p |E|wo¢

w < < Bpa(w) =

<|B|Oé P |B|w,a
517

By (W)

Nous terminons ce chapitre en indiquant que des informations supplémentaires relatives a la

Ou encore |E|, o > B|B|o,o avec § =

<1car B,,(w) > 1. [

théorie des espaces de Bergman dans le disque unité sont mentionnées dans [14]. Dans le prochain

chapitre nous étudierons la continuité du projecteur de Bergman sur les espaces L” a poids .
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'@ Chapitre Trois‘ * *

Continuité du projecteur de Bergman sur

les espaces LP a poids du disque unité

Les notations du chapitre 2 sont conservées. Notre but ici est d’étendre la continuité du projecteur
de Bergman P, sur les espaces LP(ID,du,) dans le cas d’'une mesure p, absolument continue par
rapport a la mesure radiale dA,. Plus précisement, compte tenu du théoreme de décomposition de
Radon-Nikodym, nous caractérisons les classes des fonctions w positives et localement intégrables

sur D pour lesquelles :
(1) P, envoie contintiment LP(D, wdA,) dans lui méme (1 < p < +00);
(2) P, est faiblement continu sur L'(D,wdA,,).

Il s’agit ici de prouver les résultats dus a David Békollé et Aline Bonami [4]. IIs démontrent
qu’une condition nécessaire et suffisante pour que la propriété (1) (respectivement (2)) soit satisfaite
est que w appartienne a la classe (B, ,) (respectivement (B ,)) de Békollé-Bonami. Il est bien connu
d’apres les résultats de la théorie des intégrales singulieres que les fonctions de la classe (A,,) de
Muckenhoupt satisfont a ces propriétés. Cependant, pour prouver ces résultats, on procede a peu
pres comme 'ont fait Coifman et Fefferman dans le cas de la transformée de Hilbert dans [9]. Sauf
que pour les conditions suffisantes on régularise les poids de Békollé-Bonami de fagon a retrouver les

poids de Muckenhoupt, ce qui permet de conclure comme Coifman et Fefferman.

3.1 Le projecteur de Bergman est une intégrale singuliere

Notre objectif dans cette section est de prouver que le projecteur de Bergman est de type faible
(1,1) sur L}(D,dA,). Nous rappelons que la distance d définie sur D x D de la maniére suivante :
d(0,0) =0, pour z,£ € D\ {0},

d(z, &) = ||z] — |€]] + |e — €] et d(2,0) = d(0,2) = |z| + |1 — €?|, ot z = |z[e!? et & = |¢]el%.

Cette distance possede les propriétés ci-apres :

Propriété 3.1.1. Pour tous z,£ € D on a :

0 1
1- 5812 3d(=,) (3.1)

32



3.1. Le projecteur de Bergman est une intégrale singuliére

(2)

|2 — €| < d(z,€) (3.2)

(3)
1 —2€l <1- ¢ +d(2,6) (33)
Preuve. Les cas z = 0 ou & = 0 étant immédiats, on suppose donc z,& € D\ {0}, z = |z]e et

¢ = [¢lete.
(1) [1= @] < |1 — 28] + [2€ — @) = |1 — 2| + 1 - |2€| < 2|1 — 2]
Mais, on a [1 — 2€2 — [|z] = [¢]* = (1 = [2[)(1 = [§]*) + 2|z]|¢](1 = cos(6 — ) > 0. Soit
12| = [¢]] < [1 = 2€|. Ainsi d(z,8) = ||2] = [¢]] + |1 — €@=9| < 31 — 2¢].
(2) |2 =&l <|l2le? — |£]e] + 1€l — gle'?| < [|2] — l¢]] + = d(2,€).
(3) |1 — 28 < |1 —[¢?| +1€6 — 28 = 1 — [ + |2 — €l[E] S 1 = [¢ +d(2,€). Dapres (3.2).

el@ —el¥

Lemme 3.1.1. Soient £ e Det 0 < R < 4.
Si on suppose que B(,R) = {z € D : d(2,£) < R} est la boule de centre £ et de rayon R alors
Aa(B(&, R)) ~ B {max(R, 1 — [¢])}".

Preuve. Cf [4] |
Remarque 3.1.1. Le triplet (D, d,dA,) est un espace homogene (voir Définition 1.5.1). En ef-
fet, pour £ € D et R > 0, d’apres le Lemme 3.1.1 il existe deux composantes positives d; et

dy indépendantes de £ et R telles que 6;R? {max(R,1 —|¢))}* < AL(B(§, R)) et AL(B(€,2R)) <
465 R* {max (2R, 1 — [£])}*. On distingue trois cas :

24«
1 cas 1 —|¢(| < R<2R,ona: Ay(B(£,2R)) < 2216, R*HT < 2(5(52A“<B(5’ R)).
1
\ 46
2¢me cas R < 2R < 1— [¢], on a Aa(B(£,2R)) < 46, R*(1 — |¢])* < TQAQ(B(&R)).
1

3%me cas R < 1—|¢| < 2R,

e S5i0 << +4ooalors R < (1—[¢))* < 2*R* et ona que A, (B(£,2R)) < QZJ;T&QAQ(B({, R)).

e Si—1<a<0alors 2°R* < (1 — |£])* < R* et on a A,(B(£,2R)) < %AQ(B(& R)).

46
En prenant § = 5—2 max(1,2% ona A,(B(£,2R)) < 0A.(B(&, R)). Ce qui prouve que (D, d,dA,)
1

est un espace homogene.

1

(1 _ ZE>2+a ’
Conformément a la Définition 1.5.3, la proposition suivante montre que le noyau de Bergman est un

On rappelle que le noyau de Bergman est défini pour z,w € D par K,(z,§) =

(2 + a)-noyau de Calderon-Zygmund.

Proposition 3.1.1. (1) Il existe une constante C; > 0 telle que pour tous z,£ € D

Cy
|Ka(2,8)] < d(z, €2

(2) 11 existe deux constantes positives Cy et Cj telles que pour tous z,&, &, € D, si
d(z,80) > Cad(§, &) on a :

d<£7 60)1/2
|KOL(Z7€) _Ka<z7£0>’ S 03’1_25’2_,’_0[4_1/2 ) (34)
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3.1. Le projecteur de Bergman est une intégrale singuliére

d 1/2
Kaler) — Kl ) < Cug M0 (3.5)
Kal2,6) = Kal2,60)| < 5lKalz60)] (3.6)

Preuve. (1) Il découle de I'inégalité (3.1) qu’on peut prendre C; = 3.
(2) Choisissons d’abord Cy > 1 et prenons z,¢ et & dans D tels que d(z,&) > Cad(&,&). Par

intégration sur le segment [£, &) on a

! 2(§ = &)
Ko(2,8) — Ko(2,8) = 2+ «) — ~dt.
0 I (1-z(&Tie—&))"
En posant n(t) = & + t(§ — &) on obtient
Kal2,6) = K28 < 240) [ =g (3.7

0 |1—zn(t)[>+

En appliquant successivement les inégalités (3.2), d(z,&) > Cad(£,&) et (3.1) on obtient
1€ — &l < ?|1 — 2&,|. De plus si on impose que Cy > 6 alors on déduit que :
2

1= 2l = 1= 27| < 1(1= &) — (1= 27(t) = t]2(€ — &)
< G-l < 5l -
Ce qui entraine que si Cy > 6, alors
[1—27(0) > 51— ol 39

D’autre part, des inégalités (3.2), d(z,&y) > Cad(€, &) et (3.1) on a aussi

€ =&l < d(& &) < \/10—2d(5750)1/2d(2750)1/2§\/gd(fyfo)l/zu_zfo‘lm-

C’est-a-dire que,

€ = &l < VBd(€, €)' 21 — 2| (39)
Ainsi en appliquant successivement les inégalités (3.8) et (3.9) dans la relation (3.7) il en résulte
que
d(€,&)"*
. 3+« )
[Ka(2,8) = Koz bo)l < V3@ +a)2 e i,
d(ga 50)1/2

< 32+ oz)62+ad d’apres (3.1).

(Z, §0)2+a+1/2

On peut donc prendre C3 > 3(2 + )6 pour avoir (3.4) et (3.5). Pour lestimation (3.6), en

remarquant comme précédemment que
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3.1. Le projecteur de Bergman est une intégrale singuliére

3 _
1€ — &| < 6‘1 — 2], alors les inégalités (3.7) et (3.8) entrainent que
2

E—&l  _ 3@2+a)pHe
|1 _ ZEO‘EHQ - 02|1 _ ZEO|2+a )

|Ka(2,6) = Ka(2,&)] < (2+a)2%*®

1l suffit donc de prendre Cy > 6(2 + «)237* > 6 pour avoir (3.6).

Théoreme 3.1.1. Pour —1 < a < 400, le projecteur de Bergman s’étend en un opérateur faible-

ment continu sur L'(D, dA,).

Preuve. Selon la théorie des intégrales singuliéres sur les espaces homogenes développée par Coifman
et Weiss, il suffit de réunir les hypotheses du Théoreme 1.5.2 ot I’espace homogene considéré ici est
le triplet (D, d, dA,). Pour ce faire considérons Cy et C3 les constantes de la Proposition 3.1.1. Pour

&, & € D, posons € = Cyd(&,&p) on a les estimations ci-apres :

(1) En remarquant que |1 — z&| > 1 — || pour tout z € D, compte tenu du Lemme 3.1.1 on a

d(&, &) ? A e2A,(B(&,1 — %))
/ £ 2+a+1/2d o(2) = — 2+a+1/2
e<d(z,0)<1-Ig0| |1 — 2&,| V(1 = [&])

(d(f, 60)>1/2 < 1
L—1]&%l) VG

AN

Puisque 1 — || > Cyd(€, &o)-

(2) Si on pose r = max(e,1 — |&|) alors, 1 — [§] < e et pour tout entier naturel n, on a :
Ao (B(&, 2" ) ~ (27 1r)2+ ( voir Lemme 3.1.1).

Par suite, comme D\ B(&,r) = |J E, avec E,, = B(&,2""'r) \ B(&,2"r), en appliquant le
neN
théoreme de Beppo-Levi a la suite de fonctions définie par
fu(z) = zn: (€, &) 1g.(z) on a:
") T 2 TG e ) on

J=0

d(§,§0)1/2 T 172 dA,(2)
/ mraripdda(z) = 2 . nt1 2tat1/2
r<d(z£0) d(2,&o) 0V Cy Jonr<d(zgo)<2ntir d(2, &)

400 7“1/21404(3(&), 2n+1,r))
o /02(2n7n)2+a+1/2
too  92+a B 22+a(2 4+ \/§>

IN

< = .
~ n/2
2 G NS
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3.2. Conditions nécessaires

D’autre part, compte tenu des égalités (3.5) et (3.6) on a :

/d(ZvEO)>€ |KQ(Z, 5) o Ka(z’ 50)|dAa<Z) < / |K04(Z> g) - Ka(z, 50)|dAa(Z)

e<d(z,£0)<1—|o|

+ / [Ka(2,6) = Kal26)|dAa(2)

r:mar(e,l— |£0 ‘)<d(Z1£O)

d(§> 50)1/2

11— Zgo‘2+a+1/2

< (s
e<d(z,60)<1—|éo|
d<€7 50)1/2

Cs
d(z, &) 2otz
r<d(z,£o) ( 60)

Au(2) +

dA,(2).

Il en résulte donc des estimations (1) et (2) ci-dessus qu'il existe une constante C} positive convena-

blement choisie et indépendante de & et & telle que

/d(z,fo)>czd(g,go) |Ka(2,8) — Ka(2,&0)|dAa(2) < Cs.

De plus, le projecteur de Bergman P, est de type (2,2) sur L*(D,dA,). Ce qui achéve la preuve. B

Remarque 3.1.2. Par le théoreme d’interpolation de Marcinkiewicz(Théoreme 1.2.1), P, est de
type (p,p) sur LP(D,dA,) lorsque 1 < p < 2. Comme P, est auto-adjoint, pour 2 < p < 400 on a
1 <p' <2ouyp est 'exposant conjugué de p; on déduit que P, est de type (p,p) sur LP(D,dA,).

Dans toute la suite, pour un sous-ensemble mesurable £ de D et w un poids sur D (une fonction

positive et localement intégrable) nous adoptons les notations ci-apres :

e 1y désigne la fonction indicatrice sur E.

. |E|a:/EdAa(z)
. |E]w7a:/Ew(z)dAa(z).

e pour 1 < p < 400, on notera p’ I'exposant conjugué de p c’est-a-dire qu’on a % + z% =1
o LP(D,wdA,) sera noté simplement LP(wdA,) (1 < p < +00).
Dans ce qui suit, nous donnons une condition nécessaire et suffisante sur un poids w pour laquelle

le projecteur de Bergman est de type (p,p) sur LP(D,wdA,) (1 < p < +00) d'une part ou de type
faible (1,1) sur L}(D,wdA,) d’autre part.

3.2 Conditions nécessaires

Lemme 3.2.1. Soit B = B(&, R) une boule touchant le bord de D avec R < ﬁ ou (Cy > 6) est
la constante issue de la Proposition 3.1.1. Il existe une boule B’ = B(§(,, R) de méme rayon touchant
le bord de D telle que d(B, B") ~ R pour laquelle quelque soit la fonction positive f a support dans
B (resp dans B’) on a :

C 13/ CalB(Z)
Pastel = S [ r@anne) (v 1Part = 22 [ riano)

Mémoire de MASTER: Estimations optimales pour le projecteur I:l FOGHEM GOUNOUE Guy Fabrice © UY1 2014
de BERGMAN dans le disque unité



3.2. Conditions nécessaires

ou C, est une constante positive indépendante de B, B et f.

Preuve. Comme B € £ alors par hypothése on a 1 — || < R < 7 Nous cherchons & € D de
2

telle sorte que d(&y, &) = 205R et [&| = |€)]; ce qui est équivalent & |e? — e¥|2 = (2C,R)? ol on a
posé & = |&olel? et & = |&]e'?. On doit avoir 1—cos(6 —p) = 203 R?, soit ¢ = 04 Arccos(1 —2Cy R?)
qui existe car le choix de R entraine que 5 <1-203R* < 1.

L’existence de & étant prouvée, alors en vertu du Lemme 3.2.1 les boules B et B’ touchent le bord
de D. Par ailleurs, on a d(B, B") ~ R. En effet, si z € B et 2’ € B alors

d(B, B') < d(z,2) < d(z,&) + d(&, &) + d(&, 2') = 2(C2 + DR

Inversement, 2CoR = d(&, &) < d(&, z) +d(z,2') + d(2',&)) < 2R+ d(z,2'). D’ou
2(Cy —1)R < d(z,2'). Il en résulte que 2(Cy — 1)R < d(B,B’) <2(Cy + 1)R.

En vue de montrer la derniére assertion du Lemme, fixons d’abord z € B’ et £ € B. Alors on a :
QCQR = d(&)gé) < d(zvg()) + d(Z,fé) < d(’z?&)) + R. D'ou d(27€0> > CQR + (CQ - 1)R > 02 d(éa 50)
Clest-a-dire d(z,&y) > Cyd(&,&). La Proposition 3.1.1 entraine que

Ka(2:8) = Kalz:60)| < 5 Kal2, )l

On déduit de cette inégalité que si f est a support dans B et z € B’ alors on a

Pt ()] = [Kalz.&0) [ OAAE) + [ (Kal2,) = Kalz,0) F(©dA()
> Koz, [ H€44u0) ~ [ 1Kal26) = Kalz,&0)IF(€)dA
> SIKu(=6)] [ f()da

C’est-a-dire que

1p(2)
2 o ), [OMa0), (3.10)

Comme d(&), &) = 2CoR d(z, &) < R, des inégalités (3.3), 1 —|&] < Ret 1 —]&[* < 2(1 — [&]), on
déduit que

[P f(2)

[1—zE] < 116l +d(z,8) < 2(1 = [&l +d(z,&) + d(&, &)) < 4(C2 + 1R,

Et en vertu du Lemme 3.1.1 |B|, ~ R*™®. Donc, il existe une constante C, positive indépendante
~1

= C
de B, B et f telle que |1 — 250]2+a (4(Cy + 1)R)* ™ < %]B\a; ce qui entraine que dans (3.10)

on obtient |P, f(z)] > CalEZ / F(€)dAL

= [Bla
A / . Ca 1B (Z> N
En permutant les roles de &y et &), on a aussi |P,f(z)| > Bl F(§)dAL(E), lorsque [ est a
a B
support dans B’. Ce qui achéve la preuve du lemme. [ |
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3.2. Conditions nécessaires

3.2.1 Condition nécessaire : cas 1 < p < +00

Il est important de savoir la condition que vérifie un poids w lorsque le projecteur de Bergman
est bien défini sur LP(wdA,) avec 1 < p < +00. On a :

Proposition 3.2.1. Soit w un poids sur D. Si le projecteur de Bergman P, f est bien défini pour
tout f appartenant a LP(wdA,) c’est-a~dire que pour tout z € D on a :

Pl f(2) / [T z§|2+°‘ Ay(z) < +o0

alors w'™" est intégrable.

Preuve. Si onconsidere le crochet de dualité (-, ), o défini par
(f,q) / fgwdA, | f € DP(wdAy) et g € IF (wdA,).

Conformément au théoréme de représentation de Riesz (Théoréme 1.1.8) une fonction g € LP (wdA,)
si et seulement si pour tout f € LP(wdAy), |(f, 9)wal < +o0o. Donc si g ¢ LP (wdA,) (g > 0) alors il
existe une fonction f >0, f € LP(wdA,) telle que (f, g)w.o = +00.

On veut montrer que w'™? € L'(wdA,), ce qui est équivalent & montrer que w™' € LP (wdA,).
Si on suppose que w™! ¢ i (wdA,) alors de ce qui précede il existe une fonction f > 0 telle
que f € LP(wdA,) et (f, w*1>w7 = 400, S0it /DfdAa = +oo. D’ott Pff(0) = /DfdAa = +00.

1
Mieux, P f(2) / = 25|2+a An(z) > St /f(f)dAa = +00. Ce qui contredit le fait que
f e LP(wdA,).
Donc si P, f est bien défini pour tout f € LP(wdA,) alors, w'™ € L'(dA,). [ |

Théoreme 3.2.1. Soit w un poids sur . Si le projecteur de Bergman est bien défini et continu

sur LP(wdA,) alors w est dans la classe (B, o).

Preuve. On suppose qu’il existe une constante C,, , > 0 telle que pour toute fonction f € LP(wdA,),

[ Pofl2r(waaa) < Cpall fllLr(waas) (3.11)

Comme P, est bien défini, alors en vertu de la Proposition 3.2.1 , w'™? est intégrable. Montrons que w

est aussi intégrable. Si on pose f(z) = (1— |2*)1pon(z) (0<r<1)et M,= sup (1—|z*)™
zeD(0,r)

alors || fl17pan,y < MEID(0,7)|wa < 400 puisque w est localement intégrable sur D. En plus,
Iapplication z — K,(z,&) étant holomorphe sur D, alors de la formule de la moyenne planaire sur
le disque D(0,7) on obtient

FPof(2) = /D(o  Kalz O - [€%)""dAa(8) = (@ + 1)r?Ka(2,0) = (a+ 1)’
On en déduit donc de 'hypothese (3.11) 'intégrabilité de w comme suit :

p
1P nuany = (@ +1r%)" [ wdda < £ uan,) < +oc.
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3.2. Conditions nécessaires

En vue de montrer que w € (B, ,), considérons d’abord une boule B € % de rayon inférieur a 20

Du Lemme 3.2.1 il existe une autre boule B’ de méme rayon et une constante C, > 0 1ndependante
de B et B’ telles que pour toute fonction f localement intégrable et positive on a :

5(2)
D[ ©aae et S 2 Cory [ F(44,(6)

P, C
P () 2 Gt

Ces inégalités entrainent respectivement |P,15(2)[P > CP1p/(2) et |Pylp/(2)|P > CP1p(2).

En intégrant sur D par rapport a la mesure wd A,, alors compte tenu de ’hypothese (3.11), on obtient

‘B/‘w,a < C;pcg,a‘B’w,a et |Bloa < C;pcg,a’BI’w,a-

En posant C' = C PC?  .on obtient :

p,a?

C™YBlua < |B'lua < C|Blu. (3.12)

D’autre part f = w1y € LP(wdAy) et || flI7s(uan., = |BI et donc l'inégalité

/
wl=r o

B 1-p/ p
| Py f(2 / f(§)dAL(E) entraine que CPw(z)1p(2) <||wa> < |P,f(2)[Pw(z). Par in-

N |B|Oé |B|a
tégratlon, on déduit, compte tenu de (3.11) et (3.12) que
|1Blo-v o \" Bl 0\’
C’_lea LW T <B/wa LW e < Palpl Bl . ., .
Bl () <190 (T2 1P Aolcan S Rl
-1
R |B w,o <|B‘w1—1°l a>p
C’est-a-dire que : . <Cccy,.
| Bla | Bla "

Maintenant, pour finir, supposons que B est un élément quelconque de # de rayon R supérieur a
ﬁ . Comme B touche le bord de D alors des Lemmes 3.1.1 et 3.2.1 on a |B|, ~ R**®. On peut donc

trouver une constante § > 0 telle que §|B|, > R*"* > L La proposition 3.2.1 montre que w et

) (202)
w!P" sont intégrables ainsi on obtient

‘BMQCBMW>V4
[Blo \ [Bla =

(Dl )P E(2C)* ) = Gy

Finalement, B, ,(w) = sup Bl <’B|”1_p/ @)P—l < max(CC?,,C" )
PP Be# |B|a |B|a P et
Ce qui prouve que w est dans la classe (Bq). [

3.2.2 Condition nécessaire : cas p =1

Lemme 3.2.2. Soit w un poids non nul sur D. Si L*(wdA,) est contenu dans L'(dA,), alors cette

inclusion est continue. En outre, w est minoré par une constante positive non nulle.

Preuve. Soient f € L'(dA,) et {f, }, une suite d’éléments de L' (wdA,) telles que || fo || 11 (wda,) — 0
et || fu — fllz1(@an) — 0 lorsque n — 4-00. D’apres le Théoreme 1.1.6 on peut extraire de la suite
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3.2. Conditions nécessaires

{fn}n une sous-suite {f,, }x telle que f,, — 0 wdA,-p.p et f,, — f dA,-p.p lorsque k — +o0.
La mesure wdA, étant absolument continue par rapport a la mesure d4,, alors f,, — f wdA,-p.p.
Ainsi, f = 0 wdA,-p.p, ¢’est-a-dire f = 0 dans L'(wdA,) qui est contenu dans L'(dA,). D’ou f =0
dans L'(dA,) (f = 0 dA,-p.p). En vertu du théoréme du graphe fermé, il existe une constante

m > 0 telle que pour toute fonction f € L'(wdA,), || fllrr@an) < m | fllLiwdan) (Aot la continuité)
ou encore / |fl(w—m)dA, > 0 pour tout f € L'(wdA,) .

Du Théorér]ge 1.5.2 on déduit que w > m. [ |

Théoreme 3.2.2. Soit w un poids non nul sur D. Si le projecteur de Bergman est bien défini et

s’étend en un opérateur faiblement continu dans L'(wdA,) alors w est dans la classe (By,).

Preuve. La preuve ici est analogue a celle du Théoréme 3.2.1 . P, étant bien défini sur L'(wdA4,),
alors f appartient a L'(dA,) dés que f est dans L'(wdA,). En effet, si

f € LY(wdA,), alors /D |f(&)|dA, = Pl f(0) < 4oo. Par conséquent, w™! € L'(dA,) puisque
w™ ! e L' (wdA,) avec ||w™ |11 (waa,) = 1. D’apres le Lemme 3.2.2 il existe une constante m > 0 qui
minore w.

On suppose que P, est faiblement continu sur L'(wdA,,) alors il existe une constante C;, > 0 telle
que quelque soient f € L'(wdA,) et A > 0,

Cla
{2 €D 1Paf(2) 2 Moo £ 2201l (3.13)

Comme dans la preuve du Théoréme 3.2.1, en prenant f(z) = (1 —|z|*) *1p)(2) (0 <7 < 1) alors
e LY wdAy), [[fllriwdan) < M| D(0,7)|wa et Pof(z) = (o + 1)r?. On déduit 'intégrabilité de w
de I'hypothese (3.13) comme suit

Cl,a
= M, |D(0,7)|y.a < +o0.

Dloa-[{z €D: [Paf(2)] = (a+ DY < it

Dans l'optique de démontrer que w est dans la classe (B ,), nous considérons d’abord une boule B

de rayon inférieur a ﬁ (voir Lemme 3.2.1). Alors, il existe une autre boule B’ de méme rayon et

une constante C, > 0 telles que pour toute fonction f positive et localement intégrable,

1p
|P,f(2)] > C, |%(|Z) / f(§)dAL(E). Ce qui entraine |P,1p(z)| > Cylp/(z) ou encore B’ C {z € D:
o /B

|Pu15(2)| > Cy}. On déduit compte tenu de (3.12) que |B'|,0 < C1.0C, [ Blua. En permutant les
roles de B et B’ et en posant C' = Cl,aCojl on obtient

C_1|B|w,a S ’B/|w,a S C|B|w,o¢‘ (314)

1p
D’autre part, en considérant f = 1pw™' on a l'inégalité |P,1gw '(2)| > C, |BB(|Z) / wtdA,
o /B

Bl -
c’est-a-dire B’ C {z €D :|P,lpw (2)] > Ca|||§‘l’a} et compte tenu des inégalités (3.13) et (3.14),
«
on obtient
1y C1Ba
C™'|B ‘W,a < |B‘w—1,a < (3.15)
’B|w_1,a
car
||1BW—1 ||L1(wdAa) = |B|a-
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3.3. Conditions suffisantes

N ’B|wa |B|w_1a

D’Ou 9 . 9
|Bla  |Bla

m < Plola < C?. Finalement, toujours de (3.15) on a

| Bla
suppose que B est un élément de & de rayon supérieur a

|B

|Bla

< (2. Mais comme w est minoré par m on obtient donc de (3.15) que,

|Blo.a
|Bla
comme dans la preuve du Théoreme

< m~'C?. Pour terminer, si on

2C’ )
< §(205)*|D),, . Ainsi,

3.2.1 en prenant p =1 on a

Maw(z) = sup Tp -

1o

) g < s (m €2, 6(200) 7 D,,0) = €

Donc B o(w) = supw ™ (2)maw(z) < m~'C} ,, ce qui prouve que w € (By4). [
z€D

3.3 Conditions suffisantes

En vue d’établir les réciproques des Théoremes 3.2.1 et 3.2.2, nous introduisons un nouvel opé-
rateur appelé opérateur de régularisation qui posseéde de bonnes propriétés. En effet, cet opérateur
permet de transformer un poids de Békollé-Bonami en un poids de Muckenhoupt, puis de contrdler
la norme LP(wdA,) de m,f par celle de M, f lorsque f appartient & LP(wdA,). Ce qui offre la

possibilité d’utiliser les résultats relatifs aux poids de Muckenhoupt.

3.3.1 Opérateur de régularisation et ses propriétés

Pour k > 0 et 2 € D on note par : k' =

k
% lorsque k €]0,1] et

Bi(z) = Bi(z, k(1 — |2])) = {£ € D : d(2,8) < k(1 —[2])}.

Définition 3.3.1. Soit k£ €]0, 1[, on définit I'opérateur de régularisation d’ordre k noté R{ pour

une fonction localement intégrable f et z € D par :

1

BC) =13 0n

[, T€084:(0).

Lemme 3.3.1. Soient k €]0,1/2[, z et 2’ appartenant & D tels que 2’ € By(z). Alors on a :
(1) 2z € Bp/(%') ou encore 1p,;)(2") < 1p,,(2)(2);
(2) [Br(2)la = |Br(2')]a;
(3) Pour w € (B,a) (1 < p < +00) il existe deux constantes dj, et oy telles que :

Ok [Bpa(@)] ™ 1Bu(2)ly 0 < 1Bu(2)], 0 < 0Bpa(w) [Br(2)l,, -
Preuve. (1) d(z,2") <k(l—|z|) =k(1—|2'|+ || — |z]) < k(1 —|2'|) + kd(z, 2").
Dot d(z,2") < K'(1 — |2']), c’est-a-dire 2 € By/(2'). Donc 1p,(;)(2") < 1,1 (2).
(2) D’apres le Lemme 3.1.1, |Br(2)|a = k(1 — |2])>™ et |Bp/(2')|o =~ k(1 — |2/])?T. 11 suffit de

montrer que 1 — |z| ~ 1 — |2/| pour conclure. En effet,
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3.3.

Conditions suffisantes

L—z| < 1—=]+dZ,2) <1—1]Z|+ k(1 —|z]). Dou k(1 — |z|) < K'(1 — |2']). De la

k(1 —
méme maniére on a : k(1 — |2/|) < . k;’<1 —|z]) = (12|Z|) (1 — 2k > 0). Finalement,
k(1 —
k(1—1z]) <K@ —1]) < (12|ZD En conclusion, |Bg(2)]a = | B (2)|a-

Tout d’abord, on remarque que la boule By (z) (respectivement By/(z')) est contenue dans la
boule By(z') = B(Z,2(1 — |2/|)) (respectivement B;3(z) = B(z,3(1 — |z]))). En effet, pour
¢ € Bi(z), comme 2 € Bg(z) on déduit que d(2/,§) < d(Z,z) +d(z,€) < 2k(1 — |z|). d’apres
(1) ona z € Bp(2') avec k' = 27 et donc, 1 — |2 < 1 — [/| + [2/| = |2| < 1= &/ +d(¢,2) <
(K + 1)(1 — |2/]). Dot on a : d(2/,§) < 2k(1 — |z|) < 2k(K + 1)(1 — |2']) < 2(1 —|2/|) car
0 < k < 3 cest-a-dire que & € By(2'). De méme, si £ € By(z), 0 < k < § alors on a

d(z,6) < 2K'(k+1)(1 —|z]) < 3(1 — |z]) c’est-a-dire que & € Bs(z).

D’apres le Lemme 2.4.1 de la page 27, on a Bs(z) € % et comme By(z) C Bs(z) alors, en

utilisant I'inégalité (2.17) avec f = 1p,(.) on obtient :

(M)p < Brale) (W) - (3.16)

Mais, le Lemme 3.1.1 entraine que |B3(2)|q = |Bk(2)|a. Ainsi, I'inégalité (3.16) entraine qu’il
existe une constante Jx, telle que |B3(2)|w.a < 0kBpa(w)|Bk(2)|w.o. Comme

| B/ (2')|w.a < |B3(2)|w.a alors on déduit que
| Brr (2')|w,a < 0k Bpa(w)|Br(2)|w,a-

En permutant les roles de z et z’ et en utilisant le fait que Bg(z) C Ba(2') on déduit de
fagon analogue 'existence de 0}, > 0 telle que 8, [Bp.o(w)] ! Bi(2)]w.a < |Bi(2')|wa. Dol on a
0 [Bp.a(@)] 7 [ Br(2)] 0 < 1B (2|0 < 0k Bpa(w) [Bi(2) o u

w,o w,o

Propriété 3.3.1. Soient k €]0, 1], f et g deux fonctions positives et intégrables.

(1)

(2)

Il existe une constante C} > 0 ne dépendant pas de f telle que
maf < Cymo R f. (3.17)
Il existe deux constantes positives d; et 0o indépandante de g telles que

Mag < 61 REMag < domag. (3.18)

(3) Si k €]0,1/2], alors il existe C' > 0 ne dépendant que de « et k telle que

| flRiglad < C [ [y flgdA.. (319)

(4) si k €]0,1/2[, il existe deux constantes Cy et Cys telles que pour tout z € D

CIQ[BPA(W)]_lew(Z) < Rpw(z2) < OBy o(w) Riw(2). (3.20)
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Conditions suffisantes

()

Si k €]0,1/2], il existe une constante Cy > 0 telle que

PIf < CWPrROY. (3.21)

Preuve. (1) Soient z € D et B = B(&,r) un élément de 2 contenant z. Si on pose

(3)

on a ki €]0,1]

ky = o alors pour £ € B, 2/ € By, () et des inégalités 1 — |§] < 7,
€] — €] < d(&, &) < r on obtient que :

d(2', &) < d(2,6) +d(€, ) < k(1 —[&o| + o] — €]) +d(€, &) < (21 + 1)r

c’est-a-dire que 2’ € B = B(&, ar) avec a = 2k; + 1. Comme k] = k, alors du Lemme 3.3.1 on
a:lp, (%) < 1) (&) et |Br (§)la = |Br(2')|a- Ainsi, 15(§)1p, (6)(2') < 1p/(2") 15, () et
il existe 6 > 0 tel que |Bg(2')]|a < 0k| Bk, (§)]a- De plus comme 1 — |{| < r < ar car B touche
le bord de D (voir Lemme 2.4.1 de la page 27) alors du Lemme 3.1.1 , |B|, =~ r*™® ~ |B/|,
c’est-a-dire qu’il existe 6 > 0 tel que |B’|, < 0|B|,. Comme z € B C B’ alors, de tout ce qui

précede on déduit les inégalités ci-apres :

1 1 1 )
1 b 090 = (i o 4e)) F014:

1 15(&)1p,, () f(§) N s -

= B /D (/D NG dAa(§)> dA,(z") (d’apres Fubini)
00y, 1B’(Z/)1Bk(z/)(€)f(€)

|B']a /D </ID> | Bi(2")]a

36k

- B /B R f(2)dAa(?) < 0ema(REF)(2).

dAa(§)> dA,(2))

La boule B étant arbitrairement choisie dans 2, on déduit que m,f(z) < CymR§ f(2) avec
Cy = 00y

Soient z et 2z’ appartenant a D tels que 2’ € By(z), alors z € By(2'). Si on considere B =
B(&,7) un élément de # qui contient z alors comme dans la preuve de (1), on obtient que
d(Z',&) < (2k + 1)r. Donc, 2/ € B' = B(&,ar), |B'|o ~ |Bla o a = 2k + 1. Ainsi, il existe
v1 > 0 tel que

1B(Z) 13/(2,) ,
Bl /Bg(f)dAa(f)S’h B, /,g(g)dAa(g)g%mag@).

Il s’en suit donc que myg(z) < v1mag(2’).
De méme, si B contient plutdt 2z’ on montre également que z € B’ = B(,ar) avec
a = 2k' + 1. Ce qui permet aussi de vérifier I'existence d’une autre constante v, > 0 telle que
mag(z') < vamqag(2). Par conséquent, quel que soit 2’ € By(z) on a
mag(2) < 11mag(2’) < y1729mag(z), puis en intégrant sur By(z) et en Prennant §; = v; et
03 = 71772 on obtient :

mag(z) < 61REmag(z) < d2mag(2).

Il découle du Lemme 3.3.1 qu’il existe une constante C' > 0 ne dépendant que de k et « telle
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que pour tous z et 2z’ appartenant a D on a l'inégalité :

1p,(2) (%) < 1Bt (2)
|Bk(z>|a ‘Bk’ |oz

Donc en utilisant successivement cette inégalité et le théoréme de Fubini, il suit que

[fomsane = [ (] %M( DECIENG

¢/ ( / Itz |ijk’ TN B ) gy >) o)A ()
- C / VA Au(2).

IA

(4) 11 suffit de prendre z = 2’ dans le Lemme 3.3.1. Ce qui justifie 'existence de Cy, et Cj.

k
(5) Considérons k; = % et z € D. Soient 2’ et £ appartenant a D tels que 2z’ € By, (§); en

utilisant (3.2) on a :

[1—z22| < 1=z 4]z =& < [1— 28 +d(2,€)
1= 28] + ki (1 —[€]) < (ks + 11— 2€].

A

1 < (k1+1)2+a
|1 _ zg|2+o¢ - |1 _ Z?|2+a

obtient que g(&) < (ki + 1)*T* R g(&) avec g(§) =

. En intégrant sur By, (§), on

Donc, quel que soit 2/ € By, (£) on a

W. Ainsi,I'inégalité (3.19) on a :
—Z «

P = [ F©9(€)d4a6) < (ki + 1 [ £(6) [R7,9(6)] dAa(g)
< (k4 D0, [ RRI€)9(€)dAa(€) dapres (3.17)
CyPTRYf(2) avec Oy = (kp + 1)*T2Cy,.

Lemme 3.3.2. On suppose que w est un poids de la classe (B, ) de Békollé-Bonami. On suppose
que k €]0, %[ alors, R{w appartient a la classe (A, ,) de Muckenhoupt. De plus, il existe une constante
indépendante de w Cj, > 0 telle que : A, (R (w)) < Ck[Bp.ao(w)]?.

Preuve. Pour simplifier les notations, nous posons 0 = R{w et considérons une boule B = B(z, 7).
Supposons que B appartient a Z car 1 — |2y| < r), nous allons montrer qu’il existe deux constantes

Ji, et d;, telles que pour la boule B’ = B(zp,ar) € B avec a =2k + 1 on a :

-1 / p—1
|B|Ja |B/|wo¢ <|B’olp/a>p < |B |w1P/a>

— < 0 ~ et _ < |§h— )
| Bla |1 B'a | Bla "B
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Pour la premiere inégalité, en utilisant le théoreme de Fubini on a :

Bl = [ (5o Jo o (0040 44062

/D ( /D 1Bk<z><£|)ék<i§T3dAa(z)> AL

Mais, on rappelle que si z € B et £ € Bi(z) alors z € By (§) et £ € B' = B(zy,ar) avec a = 2k + 1;
c’est-a-dire 1p, () (&) - 18(2) < 1p,,(6)(2) - 15:(&). Par ailleurs, |B|, ~ |B'| car 1 — |2| < r < ar (voir
Lemme 3.1.1) et d’apres le Lemme 3.3.1 on a | Bg(2)|a =~ |Br(§)]a - On déduit donc de ce qui précede

I'existence d’une constante Cj > 0 telle que

/
Bl
oa
|B'|a

(3.22)

Blow _ Ch / (/ L, (9)(2) - 1p(§)dAa(2)

[Blo ~ [B'la /o | B/ (&) >w(§)dAa(f) = Cy

Par contre, pour la deuxieme inégalité, en utilisant 1'inégalité de Holder on a :

IR

/ ]_ 1 1
ReW)P(2) = 7/ bwTrdA,
(Riw) ™" (2) <|Bk<z>|w,a Rty )

1 RN 1
) (g )
<|Bk<z)|w,a By(2) |Bk(z)|w,a By(2)

1
/ B —p’ P . . .y sz . PR
Soit, o177 (2) < Bl " Puis, en appliquant de nouveau l'inégalité de Holder et le théoreme
Bk (2)]w,a g

de Fubini, il suit que :

/B o (2)dAa(z) < / <|£|3’;3(:()Z|W|lw‘; L ()) w7 (2)dAq(2)

2.
2

1

B ([, (e €040 1)

[
=18, ( ([ 2B ) o oaddo)

IN

=

Mais, 1p,(-)(§)-18(2) < 1B,,(6)(2)-1p/(§) et d’apres le Lemme 3.3.1 on a: | By (§)|w,a < 0k Bp,a(W)|Br(2)]w,a-

Il découle donc de ce qui précede que :

B =

Bl < Bl B0, (f ([ “H2e 200 0) o a0

= [0kBpa(w)]? !Blp1 vl Bl

wl=? o
< [0Bpa(@)]?|B |1

D’autre part, |Bl, ~ |B'|,, il existe donc une constante C}, > 0 telle que
|Blor-r o\ et (1Bl o\
R < C'B , LW e .
() = s (B
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Par conséquent en prenant v, = C,C}, on a :

—1 / p—1
’B|aa |B|01*P'a g i’B/’wa |B |w1*P'a
) ) < B o p/ ) )
|B|a |B|a = ’yk[ Db, (CL))] |B/|a |B/|a

< WBpa(@)7 T < WBpa(@).

Maintenant, supposons que B est une boule éloignée du bord de D (r < 1 — |2g]). Tout d’abord, si
on suppose que (1 — |z) < <1 — |z] alors |Bla ~ (1 — |20|)*™® =~ | By (20)|a- Dans ce cas il existe

. > 0 tel que

Bloa (1Bloira)"™ < [Bicoloa (1BiGo)lra"™ g o
Blo \ 1B )~ BiGolla \ BiGo)la ) = el

Puisque cela se ramene au cas précédent.
Enfin, si 0 < 7 < 1(1—|z|) alors pour z € B on a les inégalités : 1—|z| < 1—|zo|+d(z, z9) < 2(1—|z0])
et 1— |20 < 1— 2] +d(20,2) < 1—|z|+3(1—|20]). Ainsi, 1 —|z] < 2(1—|2]) et 1(1—]z20]) < 1—|2|.
Soit,

S faol) < 1 2] < 201 Jz))
Ce qui entraine que |Bi(z0)]la =~ (1 — |20])>™ =~ (1 — |2])>™ =~ |Bi(2)]o. Montrons aussi que,

| Bk(20) |w.a =2 |Bk(2)]w,a- Pour cela, prenons & dans By(zg) alors
1
d(z,€) < d(z,20) + d(20,§) <7+ k(1 = [z0]) < (K + 5)(1 — |20]) < (2k +1)(1 — [z2]).

Ainsi, la boule By,(z) est contenue dans la boule By(z) = B(z,a(1—|z])) ot @ = 2k + 1. De la méme
maniére, on montre que la boule By(z) est contenue dans la boule By(z) = B(z,a(l — |z])). En

plus, on montre en procédant comme dans la preuve du Lemme 3.3.2 que

|Bi()w.a < [Br(20)lwa < 0Bpa(@)|Bi(20)lwa €t 1Br(z0)lwa < |Bi(2)lwa < 0 Byalw)| Bu(2)lu.a

c’est-a~dire 0} [By.o(w)] 7 Br(20)|w.a < |Bk(2)|wa < 0k Bp.a(w)|Bk(20)|w.a- Et compte tenu du fait que

|Br(20)]a =~ | Br(2)]o on déduit l'existence de deux constantes Cj, et C, telles que
C;Q[Bp,a(W)]_lR?W(Zo) < Rjw(z) < C;Bp,a(w)ng(ZO)

ou encore C}[Bpo(w)] " to(z0) < o(2) < C,;/Bp,a(w)a(zo). Ce qui implique que | Bl,.o < C’,:Bna(w)a(zoﬂB]a
et |Bl,1p o < (CL[Bpalw )20 (20)) 7 | Bla. Ainsi en prenant v, = C,Cy ' on a :

-1
|B|0,oc |B|01—P/,a P "

Conclusion, si on prend Cy plus grand que v, v, et 7,;/ alors on obtient que :

’B‘a,a <|B|01P',a

p—1
< Cy[By.o(w)]?.
|B|a |B|a ) /f[ p, ( )]
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Comme B est choisie arbitrairement, A, ,(Rfw) < Ci[Bp.a(w)]* [

Théoréeme 3.3.1. (Muckenhoupt)
Si w appartient a la classe (A4, ,) avec 1 < p < 400 alors 'opérateur maximal de Hardy-Littlewood
est de type (p,p) sur LP(wdA,). Plus précisement il existe une constante C'(w) telle que pour tout
f € LP(wdA,) on a :

[Mafllzrwaan) < CW)IfllLr@wana)-

Preuve. Cf [19]

Remarque 3.3.1. Le Théoreme 3.3.1 reste valide pour l'opérateur maximal de Hardy-Littlewood
non centré (que nous notons ]\;[a), puisque M, et M, sont équivalentes . En effet, pour une fonction

localement intégrable f,

11.4) = sup 8D [ 7()aAue) = e D,
B |B|a B
Il est clair que M, f(z) < M,f(2).
Réciproquement, si B = B(zg,7) est une boule contenant z alors on a les inclusions
B(zo,7) € B(z,2r) C B(zo,4r). La propriété d’homogénéité entraine qu’il existe dy > 0 tel que
|B(2,27) |0 < |B(z20,47)|a < 00| B(20,7)|a- Ainsi,

1 5
1Bl /B [f(O|dALE) < M /B(z,zr) | f(§)]dAa(E)
S 50Maf(2).

Il s’en suit que Myf < Mo f < 6oM,f.

Théoreme 3.3.2. Siw € (B,,) (1 < p < 400) alors 'opérateur m,, est de type (p, p) sur LP(wdA,).

Plus précisement, il existe une constante C' > 0 telle que pour toute fonction f dans LP(wdA,) :

Imaf e ann < ClBpal@)PIlfI7rann)-

Preuve. Pour simplifier les notations dans cette preuve, C' désignera une constante générique ne
dépendant que des constantes issues des résultats qui y seront cités. Tout d’abord, fixons
f € LP(wdA,) et k €]0,1/2[. Compte tenu des inégalités (3.17) et (3.18) on a les inégalités :

Maof < CmoRyf S CRim R f < C (Rg[maRgf]p)l/p. (3.23)
Ou la derniere inégalité s’obtient de I'inégalité de Holder de la maniéere suivante :

Ry (maRE f) (2) 1-me Ry f(§)dAa(E)

o)
[Bi(2)la /802

1 1/p 1 17%
< / Mo REF(€)PAdAL (€ ) ( / dAu(z )
(BT oot @Faas©) (15 400
= (Bi[ma R ()7
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En appliquant successivement les inégalités (3.23), (3.19), (3.20) et sachant que m Ry f < M Ry f

on a .

IN

Imaf [ easy < C [ BilmaRgfPwdA,

IN

C / M B2 P ROwd Ay
D

IN

OB, (w) /D (Mo RS P Rewd A,

D’autre part, du Lemme 3.3.2 on a R{w € (4,,,) alors le Théoréme 3.3.1 entraine que

Imaf I anny < CBpa(w) [ [REf)RiwdA,. (3.24

O la constante C' ici dépend de w. On montre comme dans 'inégalité (2.16) que

1 N e A N
(er< o o @'dAa(@) : (w) (|Bk(z)|a [ <g>dAa<§>)

c’est-a-dire : [Ry|f|]F < (Rg (wl_p/))p_l Ry (|f|Pw). Comme By(z) C By(z) avec By(z) € A alors
on vérifie que (R (w!™))P"1RYw < OB, ,(w). Ainsi, on a :
[ Roan, < [ Rp(SP)RY W P B,
D D
CByalw) [ RR(IfPw)da

OB, (w) / |fPo(RE1)AA,  (dapres (3.19))
D
CBp,a(W)HfHﬁp(wdAa)'

IN

IN

IN

Finalement compte tenu de 'égalité (3.24) on obtient :

1Ml wans) < ClBpal@) I wan,)-

3.3.2 Condition suffisante : cas 1 < p < +00

Nous rappelons que le projecteur maximal de Bergman est 'opérateur défini pour une fonction

f localement intégrable par :
P f( / A(6).
6= [ Zﬂm Aa()
Remarque 3.3.2. (1) Pour montrer la réciproque du Théoreme 3.2.1 il suffit de le faire pour
l'opérateur P .

(2) Pour f € L'(dA,) lapplication P} f est continue sur I pour la métrique d. En effet, pour
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/(6]

¢ € D fixé, 'application z — ——2— est continue sur D pour la métrique d (voir inégalité

- sl
(0

(3.5)) et pour z € D fixé, l'application £ — 7|1 £ est intégrable car elle est majorée sur
—z (o4
1

D par |f |W D’ou en vertu du théoréme de la continuité de Lebesgue on déduit que
— |z «

P f est continue.

Lemme 3.3.3. Soit (X, A, ) un espace mesuré. Soient f et g deux fonctions mesurables positives

telles que pour tout ¢ > 0

p{re X : f(x) > t,g(x) <ct}) <ap({r e X : f(z) > bt}).

Ot a,b et ¢ sont des constantes positives telles que a < 0? (1 < p < 4+00) alors

P ¢ P
1712 < =gl
Preuve. Pour tout £ > 0 on a :

{reX: flx)y>t}={reX: fx)>tg(x) <clU{reX:g(x)>ct}
Il en découle donc de ’hypothese que

ptP tu({r € X o f(x) > 1)) < apt?’ 'u({z € X 1 f(x) > bt}) + pt? u({z € X : g(z) > ct}).

Ce qui entraine que (1 —ab™?)[|f[|F < c¢7P||g[[P. En effet, plus généralement, si h € LP(X, i) et § > 0

alors
0l = [ 1h(@)Pdu()
= 57’/ (/ ptp_ldt> dp(x)
x \Jo
400 1
= 6p/X (/0 ptp 1{|h|>5t}($)dt) du((ﬂ)
+o0
= 5”/ pt?P! </ 1{|h|>5t}(x),u(x)) dt  d’apres Fubini.
0 X
+oo
Dot 6 P[|h|[h = / pttu({x € X :|h(x)| > §t})dt. Ce qui achéve la preuve. |
0

Proposition 3.3.1. Soit 5 > 0, il existe une constante A > 0 telle que quels que soient & € D

R > 1 — |z et une fonction f positive et localement intégrable et pour tout z € B(zg, R) :

f(€)
i /d(Zoé)ZR WdAa(g) < Ama f(§).

Preuve. Il suffit d’utiliser un argument de découpage de D'\ B en procédant comme dans la preuve
du Théoreme 3.1.1 . D’autre part, compte tenu du Lemme 3.1.1 il existe une constante a > 0 telle

que pour tout n € N |B(z, 2" R)|, < a(2""'R)?*T®. Ce qui justifie les inégalités ci-apres :
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f(§) = 1
R’ / ———=——dA, < / dA,
d(z0,6)>R d(zg,&)>Hot8 (& = 7;2”(”““3)}%““ d(zo,£)<2”+1Rf(£) (&)
+o00 1

< g2t N gns / dA,

< S e [ T840
= a2*te

< @ f(5) Y 2 = LS maf(2).
n=0 -

22+a
I1 suffit donc de prendre A = = pour conclure. [ |

La proposition suivante est tres utile dans la preuve du résultat principale de cette section.

Proposition 3.3.2. Soit w € (B,,), on pose ¢ = Rfw avec k €]0,1/2[. On considére la boule
B = B(Z',r) avec 1 — |2/| < cr et 'ensemble Q) = {z €eB:1—-|z]< C’(’)fy%%ar} ounC{>0,0<vy<1,
r > 0 et ¢ > 0 sont des constantes. Alors en considérant ) = {z cB:1-]z < 20(’]72%&7"} et
B = B(%',ar) avec a = C{j + 1 il existe deux constantes C; et Cy > 0 indépendante de 7 telles que :

atl —
Qe < Cl|Q/|U,a et Q| < 0270‘712|B|a' (3.25)

Preuve. Sion pose k; = alors pour z € Q et £ € By, (z)onaz € B= B(2,r), 1—|z| < C(’)fy?w%ar

1+k
et comme k] = k le Lemme 3.3.1 implique que z € Bg(§). Ainsi, on a :

A2, €) < d(2,2) +d(z,) <1+ k(1 — |2]) <71+ kClyZar < (C)+ Dr
car 0 < ky, v < 1;don & € B= B(,ar) avec a = C} + 1. De plus,
L= €] <1— |2 +d(2,6) < (k +1)(1 - |2]) < 2Cpy7ar

car 0 < k; < 1. Il suit donc que £ € Q' = {z €B:1—|z]< 26’672’%7’}.

Ainsi, on a : 19(2)1p, (-)(§) < 1¢/(§)1p,()(2). D’apres le Lemme 3.3.1 il existe C1 > 0 tel que
|Bk(&)|a < C1| Bk, (2)]a- On déduit alors de ce qui précede que :

Qo = /Q<|Bz(<2)>|a/sh<> ”) Aa2)

()16, (0 (€
ks (/D = \;f )>ra )dA“
(=)

1or(€)1
p \/p !Bk( )!
1o/(§)
(R oo
"Jp (|Bk(§)|a Bi(e
= G [ o(6)4(8) = CilQre.
Venons en & la preuve de la deuxieme inégalité. Soit z € B alors, d(2/, 2) = ||| —|z|| +|e¥ —e¥| < ar;

ce qui entraine que ||2/| — |z]| < ar et |€? — €¥| < ar ot 2 = |z|€ et 2/ = |2/|e!. De plus, comme
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l—|2] <eralorsona:1l—|z| <1—I|+|]—|z2] < er+ar < s Done, si z € Q alors en
posant By = 2C/yTrar et By = (c+a)r, ona 1 — |z < B, 1 — |z| < fBo et e — €| < ar. Do,
Q C{zeD:1—|z| <min(By,B),|e? — €¥| < ar}. Par conséquent, en utilisant les coordonnées

polaires avec dA, = 2 (1 — p*)*pdpdf on obtient :

Qe < ; ! / (1—p*)*pdp / dg
1—p<min(B1,52) el —eie|<ar
< 2latl) / (1—p)*dp / de
T 1—min(S1,82)<p<1 |eif —elv|<ar
S -1 - P)aHH—min(ﬁl,ﬁz) = r(min(fy, B2))**!
< rptt = 7"(20672‘%17")““ “ r“o‘fy%

c’est a dire que
Q' S rPTyets, (3.26)

~Y

D’autre part, comme 1 — |2/| < ¢r, d’apres le Lemme 3.1.1, on a
|B|o 2 (ar)?*(max(1—|2'|,ar))® = r2+*. On déduit alors de I'inégalité (3.26) qu'il existe une constante
Cy > 0 indépendante de r telle que |Q'], < Cg'y%@h. |

Le résultat fondamentale de section est une conséquence du Théoréme ci-apres.

Théoreme 3.3.3. Soit w appartenant a la classe (B,,) (1 < p < +00). Il existe deux constantes
positives C' et (3 telles que quels que soient v assez petit, A > 0 et quelle que soit la fonction f positive

et localement intégrable :
{z €D: P f(z) > 2\, maf(2) < YA oo < CBpa(w)’|{z € D: P f(2) > A}uwa-

Preuve. Fixons A > 0, 0 < v < 1 et f une fonction positive localement intégrable. De la Remarque
3.3.2 on déduit que 'ensemble Ey = {z € D : Pf f(z) > A} est un ouvert de D pour la métrique d. Le
cas ou F), = I est immédiat ; dans le cas contraire, conformément au Lemme 1.5.2 de décomposition
de Whitney, il existe N € N*, § > 1 et une suite de boules {B;} ey tels que :

o I, = 'LEJNBj, B; = B(z;,7j);

e un point de F)\ ne peut appartenir a plus de N boules B; ;

e les boules B} = B(z;, 6r;) rencontrent le complémentaire de Ey dans D.

Il suffit donc de prouver I'inégalité de distribution ci-apres :
[{z € B: P f(2) > 2\, maf(2) £ WA }Hua < OBpa(w)V’|Bluas (3.27)

ou B = B(2',r) est une boule de la décomposition de Whitney de E). Alors il existe

20 € B' = B(Z,dr) tel que P f(z) < A

On suppose qu’il existe & € B tel que m,f(&) < vA; puisque dans le cas contraire le membre de
gauche de l'inégalité (3.27) est nul et le résultat est immédiat. Puis, considérons la boule B(zy, R) oul
R = max(1—|z|, Cor) et Cy est une constante supérieure a 0 et qui est choisie de fagon a satisfaire les

conditions de la Proposition 3.1.1 précisément, si Cy et C3 désignent les constantes de la Proposition
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3.3. Conditions suffisantes

3.1.1, alors pour z € Bet £ € ]D)\E, on désire avoir Cyd(z, z9) < Cor et
d(20,&) > Cod(z, 29). Mais, d(z,20) < d(z,2') +d(2',20) < (14 d)r car z € B et zy € B'. On peut
donc prendre Cy = Cy(1 + §) ; dans cette condition, quels que soient z € B et § € ]D)\E, on a:

d(Z(), 5) Z R 2 COT Z CQd(Za ZO)‘

De plus, comme &, € B = B(2',r) et zp € B’ = B(Z/, dr) alors, le choix de Cj entraine que
d(z0,&0) < d(z0,2") +d(Z',&) < (1 4+ )r < Cor, (car Cy = Cy(1 + 0)) c’est-a-dire que

& € B = B(zy, R). Ainsi, pour z € B et £ € D\B, on a : d(z,&) > Cod(z, 2),

d(z,2) < CO” < R et & € B donc, en appliquant les Propositions 3.1.1 et 3.3.1, on obtient que :

! I s FOdA)
D\/E ’|1 — 2|2t N |1 — z€[2+e f(§)dAw(§) < Csd(z, 20) /IDJ\§ d(207§)2+a+%
< Cs (&)dA. (&)
B */_ d(z0,6)> R (Zo,é‘)ﬂ‘”%
ACS
<

\/—mocf(fo)

Ainsi, en posant f; = 15f et fo = 1D\§ falorson a f = f; + fo et on déduit de ce qui précede que :

1
/ ’\1—2{\2*& |1 — 2p&|2He

Pl fa(z) < f(€)dA(&)

/ "1_205’2+a

ACy
ey

et on rappelle que zy appartient au complémentaire de E) et m, f(&) < v\ par hypothese. Ainsi, la

< P;f(zo) + Amaf(&) <A+ AN ou A=

sous additivité de P entraine que :
PEf < PEfi+ Prfy < PEf A+ A

Alors pour z € B tel que P f(z) > 2\, il vient que P f1(z) > (1 — A’y)\. Puis, en choisissant ~y tel

que 0 < v < ona Pffi(z) > b\ avecb=1— A’y > 0 d’ou on a les inclusions,

e
{2€B:Plfi(z) >2\} C{z€ B: P fi(z) > b\ maf(2) <A} C{z € B: Pf fi(z) > bA\}.

Donc, pour avoir I'inégalité (3.27), il suffit d’avoir I'inégalité :

{z € B: P fi(2) > bA}wa < OByo(W)V?|Bly.a- (3.28)

Dans l'optique de prouver l'inégalité (3.28), nous allons discuter suivant les valeurs du rayon

R = max(1 — |z, Cor) de B = B(z, R). Pour cela, on pose E} = {PFf; > b\} N B.

Premier cas : Cyr < 1 — || par conséquent, B = B(zp,1 — |2]) et on rappelle que pour z € B,
onad(z,z) < (1+0)r= CC—OQ’" < %j‘)' Doul— |z <1—|z]+ d(~z,z0) <7%§°‘ + 1 — |z| ou encore
1—|z| > C'(1—|20]) avec C" = 0207;1 Ainsi pour tous z € Bet & € B, [1 -2 > 1—|z| > C'(1—|z])-
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3.3. Conditions suffisantes

Ce qui implique que pour z € B,

Py fi(z) =

F(©dA(E) i
[ =g < @y ] 4400

Mais d’aprés le Lemme 3.1.1 , |Bla ~ (1 — |2|)2™®; il existe donc une constante C” > 0 telle que :

Pl fi(z) < q

[ £€)0dAu6) < Cmaf(&) < C'A,

|Bla L
B

puisque & € B et par hypothése on a meaf (&) < 7/\ En clair, si on choisit v tel que
Pt fi(2) < C"y\ < b clest-a-dire que 0 < 7 < // alors 'ensemble E\ = { P f1 > bA} N B est vide

et I'inégalité (3.28) est vérifiée. Dans la suite, on supposera donc que 0 < v < 7o = min(+;, %) et

A o
en conséquence il ne restera plus que le cas suivant :

Deuxiéme cas : 1 — |z < Cyor. On a B = B(z9,Cor). En vue d’appliquer la Proposition 3.3.2,
montrons que Ef est contenu dans un sous-ensemble de la forme Q@ ={z € B:1—|z| < 0672%&7“}.

Comme, mq f(&) < YA et & € B alors pour z € E\,ona:

|E’a7)‘
(1 — |z])2te

f(©)dAu(&) _ 1Bl

R

maf(fO) <

De plus, il découle du Lemme 3.1.1 que | B, ~ (Cor)*™®, donc il existe une constante d; > 0 telle
que

bA < % c’est-a-dire que 1 — |z| < 72+a7° avec C) = 1Cob~ =a ol E, CQ.

Considérons le poids régularisé défini par o = Rfw, avec k €]0, 1[. 11 vient du Lemme 3.3.2 que,
o€ (Ap,) donc o € (Ax o) puisque (Ay4) € (Asa)-

Ce qui nous conduit a admettre le Lemme qui suit.

Lemme 3.3.4. [9] Si 0 € (Aw,o) alors, il existe deux constantes positives A et 5y telles que quels

que soient la boule B et le sous-ensemble mesurable £ de B on a :

D’autre part, comme 1—|zy| < Cor|et zg € B' = B(2/,0r) alorsona: 1—|2'| < 1—|z|+]|20|—|7/| <
1 — 20| + d(20,2") < Cor + dr d'ou 1 — |2/| < 2Cyr puisque Cy = Cy(0 + 1).
Dans la suite, C' désignera une constante générique dépendant des constantes issues des résultats qui
seront cités.
Compte tenu du fait que Q' est un sous ensemble mesurable de B = B(2,ar), on déduit de la

Proposition 3.3.2 et du Lemme 3.3.4 les inégalités suivantes :

Q"™ o
/ « > ar2bo| B
Qlua < ClQsa < C (15 |Blo.a < Cyo2|Bloa-
| Bla
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3.3. Conditions suffisantes

a+1

2o ona:

Comme E} est contenu dans Q' = {z € B:1— |z| < 0672%&7’}, il suit que pour g =
|E} | < C7°| Bl (3.29)

On montre comme pour obtenir I'inégalité (3.22) que |Blyq < C|§|w,a avec B = B(#, (2k + 1)ar).
Il reste nous a montrer que \é[wya < CBypo(w)|Blu,a- Supposons que r < 1 — |2/|; comme 0 < k < 3
on déduit que :B C B C B= B(2', (2k + 1)ar) C By, (Z') avec By, (2') = B(2',2a(1 — |2'])) € #. En
prenant f = 1p dans 'inégalité (2.17) on déduit que :

B, ) Bl
S | < Bpolw)——F——. 3.30
(rBzaw)ra T (3.50)

D’aprés le Lemme 3.1.1 on a 3| Bl = | Bya(2')]a = | Bla car de ce qui précede on a: 7 < 1—[2'| < 2Cyr.
Du fait que B C By,(2'), I'inégalité (3.30) entraine que

‘B|w,a < |BQ(L<Z,)|w,a S CBp,a(W)‘B|w,a-

Maintenant, si 7 > 1 — |2/| alors, le Lemme 2.4.1 de la page 27 implique que B € 2. Ainsi, en
remplacant By, (2') par B dans l'inégalité (3.30) et en utilisant aussi le fait que |B|q ~ | B|, on déduit
également que

|E|w,a < OBpa(w)|Blu,a-
I1 découle donc, de l'inégalité (3.29) que :
|B)\lw.a = {z € B P fi(2) > 0\ } o < CBpa(w)y”|Blua-
Ce qui prouve l'inégalité (3.28) ainsi que l'inégalité (3.27). Par conséquent, l'inégalité (3.27) est

vérifiée pour toute boule B;, j € IN. D'une part, pour z € D tel que P f(z) > 2\ on a :
z€ Ex={PFf> A= U Bj. Dou, il existe j € N tel que z € B; ce qui implique que
jEN

{PSf>2) maof <A} C ULRSf > 20 maf <A B;

jEN
et I'inégalité (3.27) entraine que :
+oo +o00
P f > 20 maf <M oa < D0 HPSf > 20 maf <A Bjlow < CBpa(@)y” Y |Bjlua-
j=0 Jj=0

D’autre part, comme un point de Ey ne peut appartenir a plus de NV boules B;, on déduit que pour

n
tout n € IN on a : I, < Nl{P+f>/\} ; ce qui implique que
3=0 “

“+00

+
> |Bjloa < NHPSf > M-
Jj=0
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3.3. Conditions suffisantes

Finalement, pour tout A >0et 0 <y <~yona:
{z €D: Pff(2) > 2X, maf(2) £ YA wa < CBpa(w)y’{z € D: Py f(2) > Musa

Théoréme 3.3.4. Soit (w € B,,) avec 1 < p < +o00. Alors, P} est de type (p,p) sur LP(wdA,).
De plus, le projecteur de Bergman est bien défini sur LP(wdA,).

Preuve. Soit f € LP(wdA,). En appliquant le Théoreme 3.3.3 et le Lemme 3.3.3 on a :

P8 fl e (wann) < Cpa@)lImaflfsan,)-

ouc, ,(w) =
3.3.2 que :

1—217(%*?% et v est choisi tel que 1—2PC'B, ,(w)v? > 0. Il découle donc du Théoréme

1PE I wann) < Coal@)IF I, (3.31)

Ce qui prouve que P} est de type (p,p) sur LP(wdA,) oi, C,q(w) = C) o(W)C[Bpa(w)]* . D’autre

part, comme w'~?" est localement intégrable puisque w' ™ € (By o) alors, pour z € D il existe 7 > 0

tel que |D(z,7)|,1-p o < +00. Pour £ € D, on a1 — |2| < |1 — 2£| et comme %’l = 1—p alors on
déduit de I'inégalié de Holder que :
P = [ O aae < [ (#6010 (€))7 (A€ 101 (E) 7 dAa(e)
N G e e |
Hf v (wdAa) ”
2 \D Py < .
< DG, < oo

Ce qui prouve que P, est bien défini et acheve ainsi la preuve du Théoreme. [ |

On résume la situation dans le cas 1 < p < 400 dans le corollaire suivant.

Corollaire 3.3.1. Soit w un poids sur D alors il y a équivalence entre :
1. P, est bien défini et est de type (p, p) sur LP(wdA,);
2. P est de type (p,p) sur LP(wdA,);
3. we (Bpa)

3.3.3 Condition suffisante : cas p =1

Il suffit toujours comme dans le cas 1 < p < +oo de prouver le résultat pour le projecteur maximal

Pl. Pour cela, nous commengons d’abord par établir le théoréme suivant.

Théoréme 3.3.5. Soit w un poids de la classe (B, ). 1l existe une constante C; > 0 telle que pour
tout f € L' (wdA,) :

Ch[B1a(w)]?

Hz €D :maf(2) > Mo < )

| fll 2t wdanys A > 0.
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3.3. Conditions suffisantes

Preuve. Fixons f dans L'(wdA,), A > 0 et introduisons la fonction maximale centrée définie par :

1
m! f(z) = sup 7/ fldA,.
&)= A 1BG L o
On montre comme dans le cas de la fonction maximale de Hardy-Littlewood (voir Remarque 3.3.1)

qu’il existe une constante C' > 0 telle que Cm, f < m. f ce qui montre que,
Ex={2€D:myf(z) > A} C{zeD:mf(z) > C\}.

Ainsi pour z pris dans E), il existe r, > 1 — |z] tel que f |f|dAs > CA, avec B, = B(z,r,). 1l

\BI

en résulte que : £y C |J B, et donc, en vertu du lemme de recouvrement de Vitali (Lemme 1.5.1),
zeEy

on peut extraire de E) une suite {z;}.,ew et on peut trouver une constante § > 1 telles que :
e Les boules B; = B(z;,r.,) soient deux a deux disjointes ;
e £\ C U Bjou B} = B(z,0r.,).
JEN
Puisque r.; > 1 — |2, les boules B; et B} étant des éléments de , alors on déduit des Propriétés

3.2.1 qu'il existe une constante d; > 0 telle que |Bj}|,.o < 01B81,4(w)|Bj|w,qo. D’autre part pour j € IN

1 71|B |wo¢ Bla /
|Bj\a3/‘f’d““ B, rm/’f' Bl Y= 1B ) A

Cest-a-dire que |Bj|,.0 < % f | flwdA,. I1 en découle que :

on a :

)<

= 5101 B )2 &
|wa < 6lBla )Z ’Bj’w,a S ! ! Z/’.ﬂwdAa
jEN =0 =0p,
5 OBy o(w))? 5C_lBaw
= DO 1 aa, < 2Oy
UjenB;

Clest-a-dire que |[EA| = [{z € D :m,f(2) > A} oo < MHJCHU(MAM ou C, = 6C L. [

Proposition 3.3.3. Soit § > 1, si B’ = B(z, dr) désigne la J-dilatée d’une boule B = Bz, or)
alors il existe une constante dy > 0 qui dépend uniquement de § et « telle que pour toute fonction g

positive a support dans B et tout z dans D\ B’ :

Pig(z) < 0PIG(z), on §(z) = ,B| D [ geranae).

Preuve. Fixons z dans D\ B’, 2’ et £ dans B alorson a : 0r < d(z, z0) < d(z,£)+d(&, z0) < d(z,&)+7
c’est-a-dire que d(z,&) > (0 — 1)r. Donc, d(2/,€) < 2r < $%d(z,€) < 3%5|1 — z€| (dapres (3.1)).
Ainsi, pour tous z/,£ € Bon a:

_ _ _ d+5
1= 22| < 1= 28 12— € < 1= 28]+ d(2,6) < (57 )11 = &)
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3.3. Conditions suffisantes

24«
Ce qui implique qu’en prenant dy = <5> on a :

1 < (50 dAa<Z/)
1= = [Bla ) 1—zzpre

Ensuite, en intégrant par rapport a & et compte tenu du fait que g est a support dans B on obtient

/@ <50<0( dale) )

1— z§|2+0‘ - | B|o |1 — zz/|?te
= 50/ ’1 ZZ/‘2+Q(|B| /g dA >dAa(z/)
= 50/|1_ZZ/)|2+0¢dAa(Z/) = 50PI§(Z) [ ]
D

En vue d’atteindre I’objectif principal de cette partie, nous établir un découpage de type Calderon-

Zygmund d’une fonction f en bonne et mauvaise fonction.

Lemme 3.3.5. (Découpage de Calderon-Zygmund)

Soient k €]0, 1[, A > 0 et f une fonction positive localement intégrable. On suppose que {z € D :
maf(z) > A} # D. Alors on peut écrire que f = b+ m ou b et m sont des fonctions telles que :
o Ryb < CpA, Cf dépend uniquement de k.
e [l existe une constante Cy > 0 et une famille F de boules presque disjointes contenue dans
{mof > A} vérifiant r(B) > 1d(B, D) pour B € F, si r(B) désigne le rayon de B; en plus,

m =~ Y mpg. Ou mp est a support dans B et ﬁmedAa < ChA.
BeF “B

Preuve. Commengons par remarquer que Uensemble £y = {z € D : m,f(z) > )\} est ouvert de D

pour la métrique d. En effet, pour z € E), il existe une boule B, € £ telle que |B - f fdA, > A\

Pour £ € B,, on a myf(§) > /fdA > \; donc £ € E) c’est-a-dire que la boule B, est

IB o
contenue dans F). Ce qui montre que EA est un ouvert de ID. Donc en appliquant le Lemme 1.5.2
(page 14) de décomposition de Whitney, on peut trouver un entier naturel non nul N, un réel § > 1
et une suite {B,};en de boules avec B; = B(z;,r;) vérifiant :

e [ = U Bj;

JEN

e un point de Fy ne peut appartenir a plus de N boules B;;

e chaque boule B} = B(z;,r;) rencontre le complémentaire de Ey dans D.

Considérons F comme étant la collection (éventuellement vide) de toutes les boules B; telles

que r; > 1d(B;,0D), j € N. Si on pose F) = {maf < A} U B-Lé]-'Bj et Fy = Bngj alors on a,

D= FyUF5et FxNFy =10.O0n peut donc écrire que f = b+ m avec b = flp, et m = flg.
D’autre part, pour j € N, B} rencontre {m,f < A} en un point ;. L’homogénéité de la mesure dA,

implique qu’il existe une constante Cy > 0 telle que :

ww/ﬂmA<%mﬂ@<%
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3.3. Conditions suffisantes

Soit f mp;dA, < CoA ot on pose mp, = flp,. De plus, il résulte du fait qu'un point de Ey ne

IBI

peut appartemr a plus de N boules B; que Z flp; < Nflp ouencore > mp, < Nm. Ainsi,
BjeF

m < 3 mp, < Nm c'est-a-dire que m =~ Z mB
B;EF BjEF

Pour terminer, il reste a montrer qu’il existe une constante Cj, > 0 telle que R0 < Ci . Pour ce faire,

nous montrons d’abord que pour toute boule B = B(&y, r) appartenant a % on a ﬁ JbdA, < CA.
“B

Si b est nulle sur B, le résultat est immédiat. Par contre, si on suppose que b est non nulle sur B
alors nécessairement, il existe £ € B tel que 15, (§) # 0 (Fy = {maf <A}U U B,). Dans le cas ou
B;¢F

maf(§) < A on a le résultat pulsque f bdA, < m,f(€); sinon, il existe une boule B; ¢ F telle
que { € B; = B(zj,7;). Comme B rencontre {maf < A} alors il existe §; € B} = B(z;,dr;) tel que
mq f(&;) < A. Mais, comme B; ¢ F c’est-a-dire que r; < %d(Bj,(?]D)) on a :

(1+9)

d(&),fj) S d(&),g) + d(g,ZJ) + d(Zj,€j> <r-+ (1 + 5)’/“j <r-+ d(B],ﬁlD)

On rappelle que d(B;, dD) = inf{d(z,¢e?),e? € ID, 2z € B,}. D’ott comme £ € B; on a
d(B;, D) < d(e? e?|¢]) = 1 — [¢] si € = ?|¢] ou d(B;,0D) < d(1,0) = 1 si £ = 0 on déduit alors

que :

d(&o, &) <r+ (1;5)(1 —€]) <r+ (1;&(1 — &] + d(&0,€)) < (24 )r

car 1 —|&| < ret & e B. Ainsi, {; € B' = B(&, (2 + J)r) et par homogénéité de la mesure d4, il

existe une constante Cj > 0 telle que :

1 Cq
Jraa < 28 [ A < Gimaf(&) < G
B, /) B,
Il en découle donc que myb < C{A. Comme |By(2)|o ~ |B1(2)]a; il existe d; > 0 tel que :

Rob(2) = bdA, < bdA, < Spmab(2).

1 Sk
[Br(2)]a /Bu ) |B1(2)]a /191(z>

Dot RYb < CpA avec Cy = 6;,C) car mab < CA. [ |

Regardons a présent les conséquences du choix de la famille 7 du Lemme 3.3.5.

Proposition 3.3.4. Soit w € (By,). Si B' = B(2p,0r) désigne la J-dilatée d'une boule B(z,r)
vérifiant r > %d(B ,0D) avec § > 1. Alors il existe une constante C' > 0 indépendante de B telle que :

1Bloe < CBira(w)|Bloa: (3.32)
Bloaw™ < CBya(w)|Bla. (3.33)

Preuve. Si B appartient a # alors (3.32) découle de 'homogénéité de la mesure wdA, pour les
éléments de Z et (3.33) est immédiat par définition de (B;,). Dans le cas ou B n’appartient pas a
P c'est-a-dire que r < 1 — |zp| alors on a B’ C Bj(zg) avec Bs(z9) = B(20,0(1 — |20])).

1- 1- 1-
Tout d’abord, montrons d’abord que ‘Zol <r<1l-—|zl| Sir> ‘Zol > |Z°| alors le résultat
1—
est immédiat. Nous pouvons supposer que 7 < 2|Z° , alors pour tous z € B et e ¢ oD on a les
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3.3. Conditions suffisantes

inégalités ci-apres :

. . , , 1—
1 —|20] < d(e, 20) < d(e,2) +d(z,2) < d(e?,2) +r < d(e?, z) + 2|ZO|.

I1 suit donc que % < d(B,0D) et par hypothese, d(B,0D) < 2r. D’ou % < r et donc dans
tous les cas, on a % <r <1—|z| Dapres le Lemme 3.1.1, | B|, = (1 — |20])*" =~ | B5(20) | avec
Bs(z0) = B(20,0(1 — |2])). Donc il existe une constante C' > 0 telle que |Bs(2)|o < C|B|q. Mais,

comme Bj(2) € # et w € (By4) alors pour tout z € D, on a

135(20) ()1 B5(20) Lo < w(2) B1,a(w)[Bs(20)]a-
Comme B C B’ C Bys(z) alors, en intégrant cette derniere inégalité sur B on obtient :

| B5(20)a

|Bé(ZO) |w,a S
| Bla

Bl,a(w)|B|w,a S CBl,a<w)|B’w,a
Ainsi comme B’ C Bj(z) alors on a : |B|ya < OB 4(w)|B|ua- Ce qui prouve l'inégalité (3.32).
Pour Iinégalité (3.33), compte tenu du fait que |Bs(z0)|o < C|Bl|s on a :

-1 < |B6(ZO)|w,o¢

Bwaw _
Bl.. By(z0)la

|B(5(zo)|0(w_1 < w_lmaw\Bg(zo)]a < OBy o(w)|Bla

Théoreme 3.3.6. Soit w € (By,). 1l existe une constante C' > 0 telle que pour tout f appartenant
a L' (wdA,) et A >0ona:

A CBj ,(w
e Bb > Den < 2210y (331
, A CBy o(w
zeD\ U B Brm() > Mow < 20 g (3.35)

BjEJ
Ou |f| = b+ m est la décomposition obtenue au Lemme 3.3.5.

Preuve. D’apres la Propriété 2.4.1, w € (B1,) C (B24) et donc il découle du Théoreme 3.3.4 que
P est de type (2,2) sur L?(wdA,) on en déduit que P est de type faible (2,2) sur L*(wdA,). D’ott
il existe Cy = Cy o (w) > 0 tel que pour tout f € L*(wdA,) :

C
{P5F > Moo < 51 l720ann, A >0. (3.36)

D’apres l'inégalité (3.21) on a Pb < C} P RYb avec k €]0, 3], alors des inégalités (3.36), R{b < Ci)
(voir Lemme 3.3.4) et (3.19) il suit que :
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3.3. Conditions suffisantes

4 1\2
P> D < (720> gl < L [ (ya,
D
<> /D RobwdA, ¢ / bRSwd A,

Bl,a(w) Bloc( )
< Cf/wadAa < (C——— 3 Il (wdan)-

C' ici est une constante générique et la derniére estimation s’obtient en raison de 'appartenance

de w a (By,) comme suit :

B (?)lwa . ~]B1(20)|wa

ww(z) = |Be(2)la —  |B1(20)]a

< OBy o(w)w(z).

On a ainsi prouvé I'inégalité (3.34)

Venons-en a la preuve de 'inégalité (3.35). Pour cela, nous conservons les notations du Lemme

3.3.5 en considérant

1p
m= mp, avec mp, = /mB dA, / | fldAq.
= o "Bl Jn

On sait d’apres le Lemme 3.3.5 que mp,(2) < CoA et comme z ne peut appartenir a plus N boules

Bj alors on déduit que m = > mp,(2) < NCoA et par le méme argument, ona > |[f|lg, < N|f],
BjeF BjeF

car pour tout n € IN, 3= |f|1p, < N|f]. Ce qui justifie donc que :
i=0 "

/ m(2)Pw(z)dA, < C)\/ m(z)w(z)dA
D
<y /mB 2)dA(2)
BjeF
oy [ (e / 7144, )dAa(2)
BjeF |B ‘0‘ B;
— O\ Z/ Flow 1 Bilsa gy
BjeF ’B ’a
< CABio(w) Y / fllp,wdA, (daprés 3.33)
B EF
< CABya(w) / | flwd AL
D
c’est-a-dire que
17| 72wann) < CABLa(W)[FllLt wdaa) (3.37)

ou C est une constante générique. Mais, d’apres la Proposition 3.3.3, il existe une constante §y > 0

telle que pour tout z € D\ U Bj on a Pfmp, (2) < dPmp,(2). Comme m(z) < ¥ mp,(2), Py
BjG]'- BjG]'-

est sous-additif et les boules B; sont presque disjointes il suit que :

Prm(z) <6y > Plmp,(z) < N&oPi (> mp,)(2).
BjeF BjeF

Mémoire de MASTER: Estimations optimales pour le projecteur I:l FOGHEM GOUNOUE Guy Fabrice © UY1 2014
de BERGMAN dans le disque unité



3.3. Conditions suffisantes

D’out on a Prm(z) < N§oPm(z), puis des inégalités (3.36) et (3.37) on déduit que

A _
{z e D)\ U B}:ij(z) > —Hoa < HzeD)\ U B;- c PIm(z) > —}How
BjeF 2 BjeF 2Ndg
CQ _ CBLQ(LU)
< iy < )l any .

Corollaire 3.3.2. Si w € (B;,) alors le projecteur de Bergman est bien définie et s’étend en un

opérateur faiblement continue sur L'(wdA,).

Preuve. Fixons A > 0 et f dans L'(wdA,) pour des raisons de commodité, nous supposons que C

est une constante générique. Si D = {m,f > A} alors du Théoréme 3.3.5, on a

C[B; o(w)]? C N
UPES > Moa < Hmaf > Moo € T2y < D2

Dans le cas contraire, en utilisant les notations du Lemme 3.3.5 ot on pose |f| = b+ m alors on a :

(Prf>A)C{Ph> }U{zE]D)\ U B,: Prm(z) > }U{ze U B,:Pim ()>;}.

BjeF BjeF

Comme le dernier sous ensemble est contenu dans |J B alors, des inégalités (3.34) et (3.35) il suit

BjEF
que :
Ol a( )
{PSf > Moa < \ [ fll£r @dan) + BU]: B;- (3.38)
€ w,o
Les boules B; étant presque disjointes, alors : 37 1p. < N1 U B Puis, en consultant la preuve du
Bjer BjeF
Lemme 3.3.5 on note que {mq,f > A} = U B; ainsi on a :
JjeEN
> Bilea <N U B < Nl{maf > Ml
BjeF BjeF w,a

Mais, d’apres la Proposition 3.3.4 quel que soit B; € F on a |Bj|, o < CB14(w)|Bjluq. Alors, de

ceci et du Théoreéme 3.3.5 on obtient :

U B;

BjEJ:

< CBiaw) ) IBjlua < CBra(w)l{maf > Mo

w,a BjeF

C|B1o Cla
Bl s any < 22 11

IN

On déduit donc de l'inégalité (3.38) que : [{PFf > A}wa < Cl Gral) HfHLl wdA,)- D’autre part, comme
w € (B1,q) C (Bs,) on déduit alors du Théoreme 3.3.4 que P, est bien défini. [

On résume la situation dans le cas p = 1 dans le corollaire suivant.

Corollaire 3.3.3. Soit w un poids sur D alors il y a équivalence entre :
1. P, est bien défini et est de type faible (1,1) sur L*(wdA,);
2. P est de type faible (1,1) sur L'(wdA,);
3. we (Bra)
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3.3. Conditions suffisantes

Nous avons établi la preuve du théoreme de Békollé-Bonami. Dans le cas 1 < p < +oo l'inégalité
(3.31) prouve la continuité du projecteur de Bergman sur LP(wdA,) lorsque w € (B, ) sans donner
une réelle précision sur la dépendance de la constante ép@(w) par rapport au poids w. Au prochain
chapitre, nous établirons une nouvelle preuve du Théoreme 3.3.4 qui permet d’obtenir une meilleur

précision de cette constante (et méme de la norme du projecteur de Bergman).
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'@ Chapitre Quatre‘ * *

Estimations optimales pour le projecteur

de Bergman dans le disque unité

Dans ce chapitre, on se propose d’établir une estimation optimale du projecteur de Bergman P,
sur LP(wdA,) par rapport a la caractéristique B, ,(w) avec 1 < p < 400 de Békollé-Bonani a une
constante linéaire pres. Il s’agit du résultat de Sandra-Pott et Maria Carmen Reguera [21] qui stipule
que :

| Pall 2o o) 7(@ann) < Cra[Bpa(w)] ™70 (4.1)

ou Cp, est une constante indépendante de w.

Pour la preuve de ce résultat, la notion de grille dyadique constitue un outil essentiel a travers
lequel on définit 'opérateur dyadique qui est un opérateur équivalent au projecteur maximal de
Bergman permettant ainsi d’obtenir 'estimation (4.1) dans le cas p = 2. Puis, nous terminons en
utilisant de manieére adaptée la méthode d’extrapolation de Rubio de Francia et le fait que P, est
auto-adjoint. Mais avant, nous montrons d’abord que le probléme (4.1) est équivalent & celui du
demi-plan complexe supérieur. Il suffira alors de le faire dans le cas p = 2 puisque le cas p # 2 n’en

est qu'une conséquence.

4.1 Préliminaires

H={z € C:Im(z) > 0} désigne le demi-plan complexe supérieur.

Proposition 4.1.1. L’application définie sur H par ¢(z) = Z—z est biholomorphe de H dans .

|2 _ 4Im(z)
T e
encore z € H si et seulement si ¢(z) € D. On vérifie que ¢ est une application bijective de H dans D

i(11;§)> ¢ € D. En outre, il est évident que ¢ est holomorphe

sur H et ¢ sur D. Hu

Preuve. Soit z € H, alors on a 1 —|¢(z) . Donc, Im(z) > 0 si et seulement si [¢(z)| < 1 ou

dont la réciproque est définie par 1 (§) =

Remarque 4.1.1. On sait que le jacobien réel de la transformation conforme ¢ par rapport a la

mesure de Lebesgue est donné par J(z) = |¢/(2)|?. Ainsi, pour z € H, on a

dAa(6(2)) = (@ + 1)(1 = [¢(2)]*)*dA(6(2)) = 2°|¢/ (2)|#dAL(2),

63



4.1. Préliminaires

o dAJ,(z) = *H(Im(z))*dA(z) et dA(z) est la mesure de Lebesgue sur H.

Théoreme 4.1.1. Soient —1 < a < +00, 1 < p < 400 et w un poids sur D. L’application
T, : LP(D,wdA,) — LP(H,wo¢pdA!) avec T, f(z) = 2%(¢'(z))2+Tafogb(z), z € H est un isomorphisme

isométrique.

Preuve. Soit f € LP(D,wdA,), soit & = ¢(z), z € H, en utilisant la Remarque 4.1.1 on a :

11 pwany = [ 1F 00w 0 6(z)dAu(6(2))
L 271 0 o) P16 (2)F 0w 0 9, (2)

= T fN2r @ wosaar,):

Dot || f|lzrwdan) = |Tpf|lLr@wosdar) ce qui prouve que T), est une isométrie. De plus, il est clair

que T}, est linéaire et bijective dont la réciproque est définie pour g € LP(H, w o ¢dA) par :

Tlg(€) =277 (¢ ob(€) ™ 7 goh(€) = 277 (¢(€) 7 go(€),E €D,
ou ¢ désigne la réciproque de ¢. [ |

Proposition 4.1.2. Pour —1 < a < +o0, si A*(H,dA/) désigne l'espace de Bergman sur H

relativement a la mesure dA!, alors le noyau de Bergman y est défini par

—(—2i)

K;(z,f) = m,

z,& € H.

Preuve. Soit f € A?(H,dA)), en prenant w = 1 dans le Théoreme 4.1.1, on déduit que g =
275 (¢ 0 p) " F* fotp € LA(D,dA,) ou ¥ est la réciproque de ¢ et donc g € A%(D,dA,) puisque f,
¥ et ¢’ sont holomorphes. Le noyau de Bergman sur A%(D,dA,) K,(z,&) étant reproduisant, alors

pour z € H, en effectuant le changement de variables v = ¢(§), £ € H, on a :
fz) = 2%<¢ (2)) % godlz >
22 (¢'(2) 2+a / K, x g(v)dA,(v)
- 25<¢'<z>>2*“ [ 27 Kal0(2),6()) x (¢/(©)F(€)*F* g 0 6()d 4, (€)
= [ 27Ka(0(2),6() x (¢/(2)0(©) 5 F()a44(&).

On rappelle que f(€) = 2%(¢/(€)) %" g 0 9(&), Ka(6(2),0()) = ybmymms ¢ ¢/(2) = Gi2p- Apres
calcul obtient que

e (=20
2°Ka(d(2), 6(8)) x (¢'(2)¢/(§)) 2 = ——=57m = Kal2,6).
(z—¢)*e
De ce qui précede, pour tout z € H on a f(z / K. ( (&)dAL(E). Ce qui prouve la formule de
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4.1. Préliminaires

reproduction (voir (2.10) page 22). D’autre part, pour ¢ € H fixé, et tout z € H on a :

24«

KL(2,6) = 2°Ka(-,6(€)) 0 6(2) x (¢/(2)#/(€)) 3
— 25(¢/(6)) T TaKal(-, 6(6))(2).

Comme K,(-,¢(£)) € A*(D,dA,) alors on déduit que K/ (-, &) € A*(H,dA!). De plus, K/ (z,§) =
K’ (f z) et donc en vertu du Théoreme 2.2.1 de la caractérisation du noyau de Bergman(voir page

22), il s’en suit que K/ (z,£) = (ZEE)Q;)M est le noyau de Bergman sur A%(H, dA.). |

Définition 4.1.1. Pour un opérateur 7' : E — F ou E et F sont des espaces vectoriels normés,

on définit la norme de T par :
|T|g—r = sup [[Tz|p.
lzll p=1
Théoréme 4.1.2. Soit w un poids sur D, pour —1 < a < +o0, si P! désigne le projecteur de

Bergman sur H relativement & la mesure dA/,, alors pour tout f € L*(D,wdA,) on a :

| P (Tof)|l L2@wosdar) = | Pafll L2 wdaq)-

De plus, on a aussi

| Pl 2D wdAn) = L2(DwdAw) = || Poll L2(H,wopd AL )= L2 (Hwopd AL ) -

Preuve. Soit f € L?(D,wdA,) ona T f(€) = 22 (¢/(€))*F* fop(£). En remarquant comme précédem-
ment que K (z,£) = 29K, (6(2), 9(E)) (¢ (2)¢(€)) 2" alors en effectuant le changement de variables
v = ¢(§) on obtient :

L(Paf)(z) = 23(¢'(€) % (Paf)(9(2))

= [ [2°Ka(0(2), 9(0)(¢'(2)9€) ] [23(¢/(9)) %" £ 0 0(0)] a4, (€)
= [ KL= OTf©)dAL(E) = PAUTaI(2).

C’est-a-dire que, pour tout z € H, T5(P, f)(2) = P.(T2f)(2) et donc, compte tenu du Théoreme 4.1.1

il s’en suit que :

| P (T2 f)ll L2 (wosdar) = | ToPafllr2@wosdar) = | PafllL2mwaas)-

Pour la deuxiéme assertion du théoreéme, on déduit de ce qui précede et du Théoreme 4.1.1 que :

||Pozf||L2(]D),wdAa) - ||P0/4T2f||L2(H,wo¢dAa)

IN

T2 f1| 22 (110004 | Prell L2 (H.w0d A, )= L2 (B wogd AL)

= || fllz2wdacn) | PallL2mwosd s ) L2 (Hwopd Az ) -

D'ot, [|Pullr2wdan)—r2mwdan) < |1PAll2@wosdar )12 (Hwopdar). L'inégalité inverse s’obtient de la
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4.2. Modele dyadique du projecteur de Bergman

méme maniere. [ |

4.2 Modele dyadique du projecteur de Bergman

4.2.1 Notations et définitions

On supposera toujours —1 < o < 400 et nous adopterons les nouvelles notations ci-apres :
o dA.(2) = “H(Im(z))*dA(z) = “HroT(sinf)*drdf ou z = re € H et dA désigne la mesure de
Lebesgue sur H.
o K. (2,8 = 22’)+a et K1 (z,€) = - E\““’ z,& € H.

o Le prOJecteur de Bergman sur H sera noté par :

Pof(z) = —(—zz)a/ﬁ'ﬂ( O 446, zem

e Le projecteur maximal de Bergman sur H sera noté par :

o [ 1S(E)]
Prf(z) =2 Hmdfla(f), z € H.

e Pour —1 < o < 400 et w un poids sur H, LP(H, wdA,) sera noté tout simplement LP(wdA,).

Définition 4.2.1. Soit I C R un intervalle borné de R. On appelle région ou boxe de Carleson
associé & I le sous-ensemble défini par : Q; := 1 x [0, |1|].

Le demi-boxe de Carleson associé a I est noté Ty := [ ><] ,|1]], ot |I| désigne la longueur de I.
Remarque 4.2.1. (1) Par intégration on obtient

21+a

’[|2+a =7|Q1la = T0a|Tr|a avec 0, = ora 1

Ou |Qrla z/ dA, et |T7|a :/ dA,,.
Qr Tr
(2) Les boxes de Carleson recouvrent H et chacun touchant sa frontiere qui est R. Nous allons donc

procéder a une redéfinition de la classe (B, ) de Békollé-Bonami et I'opérateur maximal m,.

Définition 4.2.2. L’opérateur maximal m, associé aux boxes de Carleson est défini pour une

fonction f localement intégrable par :

L - 1Q1(Z) »
maf(2) == P /Q RHGIENGRERS

ICR,I intervalle ’Ql|a

Définition 4.2.3. Soit w un poids sur H, on dit que w appartient a la classe (B, ,) de Békollé-

p—1
(w) — sup ‘Q[’w,a <|Q[|w1P ,a) < 4o00.

ICR,I intervalle |Q1|a |Q[|a

Bonami lorsque :

B

p?a

Nous aurons aussi besoin de la notation qui suit :
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4.2. Modele dyadique du projecteur de Bergman

Définition 4.2.4. Soient w et o deux poids sur H, on dit que le couple (w, o) appartient a la classe

double de Békollé-Bonami et que nous notons (B9 ) lorsque :

< +00.

Ql|wa |QI|0710‘
Bl (w,0) = su | — |
2,a( ’ ) ICR,I in?ervalle |QI|0‘ |Ql|a

4.2.2 Grille dyadique dans R

Définition 4.2.5. De maniere générale, une grille dyadique de R est une collection D d’intervalles
de telle sorte que pour chaque I appartenant a D on a ce qui suit :

(1) L’ensemble Dy :={J € D :|J| = |I|} est une partition de R.

]

(2) I est une réunion de deux intervalles I_ et I, éléments de D vérifiant |I_| = |I,| = .

Proposition 4.2.1. Soit § € {0, 1} alors la collection,
D = {2[m+ (=18, m+ 1+ (=1)8[: m,j € Z}

est une grille dyadique de R.

Preuve. Pour m,j € Z, notons I, ; = 2/[m + (=1)73,m + 1 + (—1) B[. Fixons my et jo dans Z et
alors |I| = 27 ; d’aprés la Défintion 4.2.5 on a que : D} = {Ifm-O :m € Z}. 11 est

clair que pour tout m € Z, ]sz,jo est non vide. Si Ign,jo et Ifm,jo ont un point z en commun alors on

a 2°(my + (=1)°5) < & < 2°(my, + 14 (=1)76), ot k = 1,2 donc my = E(55% — (—=1)"°3) = ma.
Soit, I . = Ib ..

E(a) < a < E(a) + 1 pour tout a € R. Par ailleurs, z € R, si on prend m = F(:% — (—1)03) alors

270

posons [ = [ p

mo,J0

Ou E désigne la fonction partie entiere qui est caractérisée par l'inégalité

x € Ifn’jo. Ainsi, la famille (Ifmo)mez recouvre R et constitue par conséquent une partition de R.
Il reste & montrer que I est une réunion de I_ et I, éléments de D? avec |I_| = |I,| = %l On a,
I = Igzo,jo = 20071 2mg + (—1)7020, 2mg + 2 + (—1)7024].

e Si =0, alors I = ]8m07j0—1 U ]gmo+1,jo—1’
e Si 3 =1 et jo est un entier pair, alors (—1)%~! = —1 et
. l l
I = 2]0—1[2m0 +1-— %7 2mo + 3 — %[: ]23m0+17j0—1 U ]23mo+27j0—1'
e Si = % et jo est un entier impair, alors (—1)°7! =1 et

1
LU

2mg,jo—1"

) 1
I =207 2mo — 1+ 3,2mo + 1+ 3[= I3, 1,
Dans tous les cas I est une réunion de deux intervalles appartenant & D? chacun étant de longueur

2j0—1 — %‘ Par définitions, il suit que D? est une grille dyadique de R. |

Remarque 4.2.2. L’introduction des grilles D° et D3 trouve tout son sens dans le cadre de notre
travail. En effet, apres 'avénement de la notion de grille dyadique qui constituait alors un outil impor-
tant pour obtenir de bonnes estimations des opérateurs intégraux non-dyadiques, les harmoniciens
utilisaient les grilles de maniere aléatoire ce qui les obligeaient a faire des considérations probabilistes.
Face a cette difficulté, dans le cas du demi-plan et méme du disque (cas que nous ne présenterons pas
ici), Hyténen et Pérez [17] ont démontré que les grilles dyadique D?, 3 € {0, %} étaient suffisantes

pour remédier a ce probleme.

Propriété 4.2.1. Pour § € {0, 3} :
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4.2. Modele dyadique du projecteur de Bergman

(1) La famille {7}, I € D"} est une partition de H.

(2) Quels que soient z et £ appartenant a H, la quantité

1 -1
K2(z,6) =Y @(?) 2+QQI(§) est finie.
IeD?B |I|
Preuve. (1) Soit z € H alors, Im(z) > 0 et on cherche I € D? tel que z € Ty = [x]2/71 2]
avec I = 2/[m + (=1)78,m + 1 + (=1)78[. Nécessairement, Re(z) € I et 2771 < I'm(z) < 2
—% < —Jj+1letm< R;—EZ) — (=1)8 < m + 1, cest-a-dire
que j = —F (—%) et m=F (R;—gz) — (—1)j5>. On a ainsi prouvé l'existence de j,m € Z
ainsi que l'existence de I € D tel que z € T ; ce qui prouve que la famille (77);cps Tecouvre

H. Par ailleurs, pour I € D? Tj est non vide et si T;, et Ty, ont un point z en commun

ce qui entraine que —; <

avec [ = Ifnk,M, k = 1,2, alors du raisonnement précédent, on a j; = —F (—%) = J9

et m; = F (RQ%(;) — (—1)jk6) = my; d'ou I} = Iy c’est-a-dire que 17, = T7,. On conclut que
(T7)1eps est une partition de H.

(2) Toujours avec les notations de la preuve de la Proposition 4.1.2, D? = {Ifm :m,j € Z} avec

|Ifw-] =2.0nazeQr=1x][0,2] avec [ = Ifm- sij> lnf:;(z) et Re(z) € I c’est-a-dire que

j 2 jO et m = myg ol jO =F <1n{r7177,2(z)) et mgo = E <R§§Z) — (—]_)jﬁ) AiHSi, pour I = Ig%j :

1 sij>2j0 et m=myg
to,(2) = { 0 sinon (4.2)

Par conséquent,

Kie = Y e 1a® ¢ lal) 1o, ()

‘[|2+a 2(2+a)j

IeD? (jm)€z2,I=I]

Z 1o, (¢) - Z I 9(=jo+1)(2+a)
2(2+a)j — 202+a)j 924a _ ]

J=jo Jj=Jjo
|
Définition 4.2.6. Pour § € {0, %}, on définit le noyau dyadique positif par :
1 -1
Kg(z,f) — Z QI(Z) 2+51(£>'
IeDs u’
On note par Q7 I'opérateur intégral de noyau K? appelé opérateur dyadique. Plus précisément,
a g Y a y
1g,(2) lg,(2)
QUNG) = X0 (7o [ H€A(6) = X (f R alan,
IeDs I IeDB
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4.2. Modele dyadique du projecteur de Bergman

4.2.3 Equivalence entre le projecteur maximal de Bergman et ’opéra-

teur dyadique.

Lemme 4.2.1. Soit K un intervalle borné de R, d’extrémités a et b avec a < b. Alors, il existe
B € {0, %} et un intervalle I € D tel que K C I et |I| < 8|K].

Preuve. On suppose que |I| = 27 alors il faut montrer que 2/ < 8| K| ¢’est-a-dire que j — 3 < l?lg'.
Comme, F (lﬂg‘) < % <k (%) +1 alors il suffit de prendre j = £ (h;}g\) +3 = jo+3 avec jy =

E (”;g‘) ainsi on a : 2% < |K| < 2701 Cherchons m & présent ; pour cela, supposons d’abord que

I'intervalle [a, b] ne contient aucun point de la forme 2703m, m € Z et considérons my = F (2]5%)
Alors 290T3mg < a < 290T3(my + 1) et comme 270T3my n’appartient pas a [a,b] nécessairement,
20013my < a < b < 2903 (mg + 1) ; par conséquent, on a K C [a,b] C I = [290T3myg, 20073 (my + 1),
avec [ € DY et |I]| = 27073 < §| K| puisque 270 < |K| < 2701,

Maintenant, s’il existe un entier m; tel que 2°™3m; soit un élément de [a,b] alors [a,b] ne saurait
contenir un point de la forme 27073 (m + M) € Z. En effet, si 20073 (m 4 & )JOH) € [a, b] alors

comme 2073m; € [a,b] on a :

jo+3
9Jo+3 ﬂ < |K| < 9o+l

)

1 .
‘ < 9Jjo+3 my — (m+

|m—m1|—§

Ce qui entraine que ’\m —my| — %‘ < i, ce qui est impossible puisque ‘n — l‘ > % pour tout, n € N.
a (,1)j0+3 J0+’3)

Considérons donc mg = E (2j0+3 — ) alors, 270%3(my + %) <a < 203 (my 41+

et comme 29073 (my + 1 + ﬂ

27073 (1my +$) <a<b<230+3(m +1+%) Donc, K C [a,b] C ] ouon a
[=23my + CU2 iy 114 E2 T e DY et |1] = 2043 < 8|K| car 20 < |K| < 20071, W

) n’appartient pas a [a, b], alors on déduit que

Théoreme 4.2.1. Pour toute fonction f positive et localement intégrable sur H on a :

Ta@a(f)(2) < PIf(2) € 7Qalf)(2), z€H,

« _(1+g) o . , .
avec Qu(f) = X Q°(f), Vo = 32? et v, = %. Autrement dit, 'opérateur dyadique

pe{0,3}
Q. est équivalent & P

Preuve. Soient 2z, € Het § € {0, %} Il suffit de montrer que :

oS KP(2,6) <Kz, <y Y. Kz (4.3)
Be{0,3} Be{0,4}

Commencons par le membre de gauche de 'inégalité (4.3). D’apres la relation (4.2) il existe [, s € N

tels que pour I = ]5%1 et J=1° onazeQetécQy Enprenant j = max(l,s) on a 2z, € Qp

m,s

oul = Ifi’j. Désignons par jy le plus petit entier naturel tel que z, £ € Qp, avec |Io| = 2% alors, pour
I= Ifm €eDonaz,E€Q,sij>joetm=FE (Re(z) - (—1)Jﬂ) =F (Re—@) — (—1)jﬁ). Donc,

27

Coo _ 2 (Re®) 1\
o, () -ty = | 1 7= = B (R 0 (1.4
Qr Qr - . .
0 sinon.
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4.3. Estimation optimale pour ’opérateur maximal m,,.

Ainsi, il vient de (4.4) que :

lo, (2)-1g, (§)
Kie - 3 el el TR
a\™ 2+« 24-a)j
IeDh ’[’ i (4, m)€Z? 202
1 ) b 22+a
_ _ —Jjo(2+a) _ o —
= Z s@ray = Ve = e avec b, = T

Jj=Jjo

Par ailleurs, |z — £]2 = (Re(z) — Re(£))? + (Im(z2) + Im(£))? < 5]1y|* puisque 2, & € Qg c’est-a-dire
Re(z), Re(€) € Iy et Im(z), Im(£) € [0, |Iy|]. Ainsi,

ba a
K8(2,6) = <5727, K1 (2,€).

o |[0|2+a
) . ar—(1+%) 5*(1+%) 922+a_q
Il s’ensuit alors que 7y, Y Kf(2,6) < K (2,€) avec ), = 255, = ¢ )
pe{0,3}
Il reste a prouver le membre de droite de I'inégalité (4.3). Considérons j = E <lnl|j2£|) alors,

20 < |z — €| < 277! Done, |Re(z) — Re(€)| < |z — €] < 2771 alors en posant a = min(Re(z), Re(€))
on a a < Re(z), Re(§) < a+ 271, Donc, si on pose K = [a,a + 271 alors Re(z), Re(§) € K. On a
aussi, 271 > |2 — £| > Im(2) + Im(§) et |K| = 2771, ce qui entraine que I'm(z), Im(§) € [0, |K]].
Ainsi, on a que z,§ € Qk. En vertu du Lemme 4.2.1, il existe 5 € {0, %} et I € D tels que K C I
et |[I| < 8|K|. Donc, on a 2, € Qx C Qr et [I] < 8|K| =16 x 27 < 16|z — £], ce qui implique que

|Z _ g|2+0¢

[2+a<
N T

o 322+a

avec Y, = “=5—. Ainsi, du fait que I € D et z,£ € Q; on déduit que :

K+(z,§) < Vo < Y Z 1Q1(2) ) 1621(5) = Z Kg(z7€)

o = 72+ 2+
u' “ 1€DF Be{0,5} |I‘ ¢ Be{0,5}

4.3 Estimation optimale pour 'opérateur maximal m,.

Théoréme 4.3.1. [12] Soit w une fonction positive localement intégrable sur H. Si m,, , désigne

Iopérateur maximal a poids défini pour une fonction f localemnt sur H et z € H par :

Moaf(@) = swp 2l [ 1A,

ICR,intervalle |Ql‘w,a
Alors, il existe une constante A; , indépendante de w telle que quelle que soit la fonction

f € LY(wdA,) et pour tout A >0 on a :

A
{z € D.muaf(2) > Ml < S F 1l wann)
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4.3. Estimation optimale pour ’opérateur maximal m,,.

Corollaire 4.3.1. Si w est une fonction positive localement intégrable sur H, alors pour

1 < p < 400, il existe une constante A, , indépendante de w telle que :

M0 f||Lr@day) < Apall fllzrwdayy, f € LP(wdAy).

Preuve. Le Théoreme 4.3.1 montre que m, , est de type faible (1,1) sur L'(wdA,) et il est évident
que my, o est de type (0o, 00) alors compte tenu du Théoreme 1.2.1 d’interpolation de Marcinkiewicz,
pour tout f € LP(wdA,) on a :

1
Arap\?
s flirtean < Aol lioany avee Ao =2 (5222
[ |

Théoreme 4.3.2. [18] Soient w € (B,,) (1 < p < +00), alors il existe une constante d,, > 0
indépendante de w telle que pour toute fonction f € LP(wdA,) :

1
[mafllLrwaas) < OpalBp.alw)]PT [l Lrwasa)-

Preuve. Pour des raisons de commodité, posons o = w' ™ ou w = o7 alors o € (By o). Soient [
un intervalle de R, z € Q et f € LP(wdA,) :

1 p—1 B |Q[|g7a>p_l < 1 )p—l
(‘Q[’a ‘/QI ‘fldAOé> B ( ’Ql|a ‘QI’O’,Q /QI |f’dAa

B 1 p—1
< |QI|< o, <|QI|/I |f\dAa)
_ Bp,a(w) 1Q1(’5) 1 >p—1
_ |QI\W,Q/I<!Q1 ’ /Qllfla odA, |  dAL®E)
S Bpua(w>

Q1o / ,[mw<f o P HEw T (E)w(€)dA(E)

< Bpa(w)mualgw™)(2), avec g(€) = [moa(fo™ ") (6).

. Ve . . . . / . .
L’intervalle I étant choisit arbitrairement, alors comme % = p%l il suit donc que :

1 1

Maf(2) < [Bpa(w)]7 (Mua(gw™)(2))7.
Ce qui implique que :

HmafHLp wdAq [Bp,a(w)]p/HthX(Qw )” /(wdAa) (4.5)

Mais du Corollaire 4.3.1, on a :

”mw,aHLP(wdAa)HLP(wdAa) < Apo et Hma,aHLP’(adAa)—m’(adAa) <Apa

ou A, et Ay, sont des constantes indépendantes de w. en tenant compte du fait que p'(p — 1) = p)
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4.4. Méthode d’extrapolation de Rubio de Francia

on déduit les inégalités ci-apres :

/

Imea(gw™ M any < Aalgw™ 17

LP' (wdAy)

s / oo (fo )P Dl d A,
H

/ —
= AL lmea(fo Mireans) < A adball o Wngan,

= pa pa/|f|p0 —pdA _Aioz poc”fHLPwdAa

C’est-a-dire que pour 6F , = Ag oAb ona:
170090 N8 ansy < ol F I pan, (4.6)

Comme % = Iﬁ alors les inégalités (4.5) et (4.6) entrainent que :

1
||m04f||Lp(WdAa) < 5p,a[Bp,a(W)]p71 ||f||LP(wdAa)~

Corollaire 4.3.2. Soit w € (B,4) (1 < p < +00) alors il existe une constante 0, , > 0 indépendante
de w telle que pour tout f € LP (w'™P'dA,) :

||maf||LP’(w1*P’dAa) < ;,aBp,a(W)”f”LP’(wl*P’dAa)-

Preuve. On sait que w!™ € (By,)) et By o(w'™) = [Byo(w)]P ! avec 1 < p’ < +o00; d’apres le

Théoreme 4.3.2 il existe une constante d,, , > 0 indépendante de w telle que :

AN
Imafllp @i-vann < GpalBralw N7l @i aan) = OpaBral @Il @ aan)-

4.4 Méthode d’extrapolation de Rubio de Francia

Dans cette partie, nous adaptons la méthode d’extrapolation de Rubio de Francia (voir [10, 11]).

Nous y supposons que : p > 2, ¢ = £ > 1, ¢(p) = ;;%f et ¢’ est I'exposant conjugué de ¢ ou

/I— 4 _— P
T= 417 50

4.4.1 Opérateurs S, , et D, ,

Soit w un poids sur H, nous définissons les opérateurs a poids S, et D, o respectivement sur

L9 (wdA,) par :

1 o(p)
ma(|h| 7 w) &1 554(R)
Sw,a<h/) = et Dw,a(h/) = Z 27 S o
w 70 2" [1Su.al
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4.4. Méthode d’extrapolation de Rubio de Francia

ou S, (h) = |h|, Sepalh) =8,40 Sg;}(h) pour n > 1 et on note [[Syall = [[Sw.all 1o waaw) L4 (waa)-
Ces opérateurs possedent les propriétés suivantes :

Propriété 4.4.1. Soient w € (B,,) et h € LY (wdA,).

(1) S..a et D, sont des opérateurs sous-additifs.

@) 100 ®lLrtuany < BraBoal)*® 1Al s,

(3) 1Dea Ml priunsy < 200 i

(4) |h] < Donlh).

(8) Sua(Dealh) < 28l Dualh).

Preuve. (1) Soient h;, hy € LY (wdA,); soit I un intervalle de R. Comme @ > 1, on déduit de

I'inégalité de Minkowski que :

1 1 ¢(p) 1 1 (p) 1 1 #(p)
<|Q|/Q |h1 +h2|"’(”)WdAa> < <|Q | / |h1|4><p>wdAa> + <|Q | / |h2|4>(p>wdAa>
Il I I« 1 I« I

< o[ + mg (| h| 7))
WP (S a(h1) + Sualha)).

En passant & la borne supérieure, il s’en suit que : S, o(h1 +h2) < Sy.a(h1) + Su.a(he). Puis, en
procédant par récurrence sur n € Non a : S (hy+h) < S (h1) +S2 ,(he) et par conséquent
on déduit que : D, o(hy + ha) < D, o(h1) + Dy o(h2).

(2) Comme p' = ¢'¢(p) alors du Corollaire 4.3.2, il suit que :

ma (R 7w

a'¢(p)
/ ) _1 /
1w e (panyy = /H wdAo = [Jma(|h[7)]7,

’ _1 / / ’
< [5p’,aBp,oz(w)]p |||h|¢(p)w||ip/(wl—p/d14a) = [6p’7o¢Bp,a(w)]p /]HI |h|q WdAoz-

W (wl=P'dA,)

Donc, ||Sw,a(h)\|Lq/(wdAa) < [5p/,aBp7a(w)]¢(p)||h||Lq/(wdA&) ce qui signifie que alors que : ||S, | <
[04/,0 Bp,a ()]
(3) On sait que :
[Sw.a (M)l Lo wana) < [SwallllAll Lo wana)-

Ainsi par récurrence sur n € N, on déduit que :

155 a (Ml 2 (wann) < 1Swall™ 1Al ot (waa)- (4.7)
Par conséquent, on déduit de la continuité de la norme || - [| o (44, €t de (4.7) que :
DB > L)
’ = —
w,a L (wdAq) koo || <= omn HSw,aHn L (o)
o LIS s,
T koo i 27 ”Sw,aHn
+o00 1
< ”h”Lq'(wdAa) > on = 2”h||Lq'(wdAa)'
n=0
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4.4. Méthode d’extrapolation de Rubio de Francia

(4) Découle de la définition de D,, 4.

k n
1 S0, (h
(5) Soit I un intervalle, considérons g = D, (h) et g = > o HS (H) k € IN. Alors la suite {gx }x
n=0 w,x

est une suite croissante et positive de fonctions mesurables qui converge simplement vers g. Du
théoreme de Beppo-Levi, on déduit que :

1 1 #(p) 1 1 ¢(p)
ngdAa> = lim < g o® WdAoz>
< ’Q1|a Q1 kHJrOO |Q1’a Qr F

< lim mg(g/ (p)w) = w*®) Jim Sw,alr)-

k—+o00

k—+

Il s’en suit donc que : S, 4(9) < lm S, 4(gx). Il découle de la sous-additivité de S, que :

=1 55,(h)
Sw,a(g) S kll)m Sw a(gk) = kEr—Poo Swa (Z 27 HSwaHn>
Sn+1(h) 1 Sn+1(h)
< =2
< % =25 £
< QHSw,aHDw,a( )-
Comme g = D, ,(h) alors on déduit que : S, o(Dwa(h)) < 2|[Su.alDwal(h). |

Nous allons montrer qu’on peut obtenir d'un poids de la classe (B,,,) avec p > 2 un poids de la
classe (Ba,) via l'opérateur D, .

Théoréme 4.4.1. Soient w € (B,,) et h € L7 (wdA,) une fonction positive, alors :

BY (ho, Sua(h)w) < [Bpa(w)]71.

Preuve. Soit I un intervalle. On sait que ¢(p) = 2%2 ou ¢(p)+ 1% = 1 alors de I'inégalité de Holder,
L o ¢(p) =
hodA, = [ hotPwrTdA, < < [ ne wdAa> ( / wdAa>
Qr Qr Qr I
D’ou ) o)
1 |Q1|wa>p—1 ( 1 1 ) g
hwdA, < ’ he® wdA, . 4.8
|Ql|o¢ Qr ( |Ql|a ’QI|0¢ Qr ( )

D’autre part, en remarquant que ¢(p) —1=1—p on a :

1 —¢(p)
é(p) 1 ,
/[Sw,a(h)w]_ldAa = / (Tno‘(hw)> w_ldAa:/ [ma(hf(p)w)]—(b(p)wl—pdAa
I I w

I

1

< (,Ql‘aflha»?mwdAa>_ (/le—p’dAa).
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4.4. Méthode d’extrapolation de Rubio de Francia

Car ma(h@w) > Jo, h¢(P>wdA Ainsi, on obtient

\QI\

1 ) Qiloiw W \7T (1 L ~6(p)
|Q1|a /I[Sw’a(h)(,U] 1dAa S (mx) (mx/lh¢(p)wd14a> . (49)

I1 découle des inégalités (4.8) et (4.9) que :

1 1 - 1Q1lw.a <|Q1|w1p,’a>pl =T
h dAa, Swah/ ldAOc -
(\@Aa o ><|@11a/,[ alh)] ) < ol ol

< [Bpalw)] .

1

L’intervalle I étant arbitraire, alors il s’ensuit que Bj ,(hw, Sya(h)w) < [Bpo(w)]7T. |

Corollaire 4.4.1. Soit w € (B,,) alors pour tout h € L (wdA,), D,(h)w € (Bas). En outre,
By a(Dya(h)w) < gp,aBp,a(w%

ou 0, est une constante indépendante de w.

Preuve. Soit h € L7 (wdA,), posons g = D, 4 (h). Alors en appliquant successivement les alinéas
(5) et (2) de la propriété 4.4.1 on obtient

Swal9) < 208wl Dualh) < 2by.aBpa(@)]*® Dua(h).

Soit,
97" < 20y 0By a (W) [Sualg)) " (4.10)

Ainsi, si I est un intervalle R alors on déduit de (4.10) que :

1 1 -1 , ¢(p)< 1 >
(!Qz\a Q gwdAa) <!Qzla /QI(gW) dAa) < AopaBralw)] Q1o Jou gudAa

( |a Q[ walg )w)ldAa>
< 5 [ ( )]¢de (gw,Sw,a(g)w)
< 0, [ a(W))PPre
5 pal(W), avec gp,azz((;p’,a)qs(p)-

Ot la troisieme inégalité découle du Théoréme 4.4.1 du fait que h € LY (wdA,) entraine que

g = Dya(h) € L7 (wdA,). Donc en passant & la borne supérieure sur les intervalles, il suit que :

Bso(gw) < 0paBpalw) ou  Byo(Dyo(h)w) < 8paBpa(w). ]

4.4.2 Reésultat principal

Commencons d’abord par une adaptation du théoreme de représentation de Riesz.
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4.4. Méthode d’extrapolation de Rubio de Francia

Lemme 4.4.1. Soit (X, A, 1) un espace mesuré, si g € LP(X, ) (p > 2) alors :

lol2 = sup [ lgPhdu.
h>0,||h||=1X

Preuve. Comme ¢ = & > 1, alors d’apres l'inégalité de Holder, pour tout h € L9 (X, 1) tel que

h>0, ||y =1ona:

1
7

1
J gl < ([ 1) ([ nian)” = lgl2ale = gl
X X X

Puis, en supposant que ||gll, # 0 : considérons h = (|gllg|l,;})** D = (|glllgll,*)*~2. Alors,
ht = (lglllgll;")? (car 2¢'(q — 1) = 2¢ = p); dott [[hlly = 1. Par aillewss, |g*h = [lg[3(lglllgll,")? =

HgH;hq/ . ce qui implique que :

[ lohdy = g 2RIy = gl

Ce qui acheve la preuve du résultat annoncé. |

Nous pouvons maintenant établir un résultat important relatif a la méthode d’extrapolation de

Rubio de Francia.

Théoréme 4.4.2. (Extrapolation de Rubio de Francia) Soit 7" un opérateur défini sur L. On

suppose qu'’il existe une constante Cy, > 0 telle que :

|T|| L2 (wdAw) > L2 (@daa) < CoaBao(w), pour tout w € (Baa).
Alors, quel que soit p > 2 il existe une constante C,, > 0 telle que :

| T £p(wdAa)—>Lr(wdas) < CpaBpalw), pour tout w € (Bpa).

Preuve. Supposons qu’une telle constante Cy, existe. Soient p > 2, w € (Bpa) et f € LP(wdA,).
D’aprés le Corollaire 4.4.1, pour h € LY (wdA,), h > 0 on a o' = D,4(h)w € (By,) et on a
Bso(W) < 6paBpa(w). Comme h < D, 4(h) alors on déduit de I'hypothese que :

[TfPhodAe < [ |TFPDoa(h)wdA,
H H
1T f11Z2 (0 nn)

< [CQ,OcBQ,a(w/)]2“f”%?(w’dAa)
< [CQ,aép,ozBp,a<w)]2||fH%2(w'dAa)
c’est-a-dire que
LT PhwdAa < [CoadpaByal@)Pllflsan,): (4.11)

D’autre part, il découle de l'alinéa (3) des Propriétés 4.4.1 que D, , est borné sur L (wdA,) de
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4.5. Estimations optimales pour le projecteur de Bergman

norme inférieure a 2 et donc en appliquant I'inégalité de Holder on obtient :

=

1
1 fswany = [P DualhidA, < (L1rPrdan)” ([ 1Dua(hwda,)’

= /15 @arn 1 Puoall e warny < 20 1Eparn 120 o pann)-

Donc, en prenant C), o, = \/ngvagpva alors il découle de I'inégalité (4.11) que :

/H T f*hwdAa < [CpaBpa(@) I Lo wana) 1Pl 1o (wann)- (4.12)

Puis on déduit du Lemme 4.4.1 et de I'inégalité (4.12) que :

”TfH%P(wdAa) = sup /|Tf|2ho.sz(l

=1/H
h207||h||Lq/ (wdAa)_l

< [CraBpa (w)]? ||f||%P(wdAa)'

Soit, || Tf Lr(wdan) < CpaBpa(w)| fllzrwda.) pour tout f € LP(wdA,); ce qui entraine que
17| Lo (wdAa) = Lr(wdAs) < CpaBpal(w). Ce qui prouve le résultat annoncé vue que Cp,, ne dépend pas

de w et w est arbitrairement choisit dans (B, ,). [

4.5 Estimations optimales pour le projecteur de Bergman

4.5.1 Continuité du projecteur de Bergman

Nous allons établir une autre preuve de la continuité du projecteur de Bergman. On utilise le fait

que l'opérateur dyadique Q, = Y QP est équivalent au projecteur maximal de Bergman P (voir
pef0,5}
Théoréme 4.2.1). Nous commencons alors par montrer que @, est borné sur L?(wdA,).

Théoréme 4.5.1. Soient 5 € {0,3} et w € (Ba,,) alors il existe une constante Cg . indépendante
de w telle que pour tout f € L?(wdA,) :

1QIfN < CoaBaa(@)lIf 12 wana)-

Preuve. Soit I € D’ un intervalle dyadique; comme |I|>*® = 7|Q;|o, = 704|T|o (voir Remarque

4.2.1) alors on a :

1 — 1 _ 6aB2,a(w)‘QI|a < §QBQ,Q<M)‘TI’a
1112+~ 71Qra TQuloalQlo-1a — TQrlwalQrlu-1.a-

Donc, en prenant 67 = %on obtient :

L Bru@il
’[|2+a |QI Q1|w*1,a

(4.13)

w,o

Soient f,g € L*(wdA,), comme (T});cps est une partition de H alors on déduit de I'inégalité (4.13)
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que :
[ QUDgeta] = | X ool 10,
H JeDsB |]|
1
= I;;ﬁ T </Qz fdAa> </Qz gwdAa>
1 1
6P By g ol = dA, | | ——— dA,
< Wb X1 (o L 1) (i [, )
_ P Lo, -1 )(1 A) A
5P By o (w IEZW (lew 1a/l\f]ww dA, ‘Q]w/l\g\wd o] dAa ()
< EBoal) X [ mora(F)(€)mea(a) (€)d4a(6)

IeD#s
1

= 0Boa®) [ Mt () (Omana(9) (w7 (O (A
< 0B2e) ([ atfone a8 ) ([ oman(o)waa,)

= 5532,a(w)||mw1,a(fw)||L2(wldAa)||mw,a(9)||L2(wdAa)~

N |=

Ou la derniere inégalité s’obtient en appliquant I'inégalité de Holder. D’autre part, du Corollaire

4.3.1 on déduit qu'il existe deux constantes A, , et A5, indépendante de w telles que :

Hmw,agHLz(wdAa) < AQ,a ||g||L2(wdAa)

et [mea(fo)llrwraa) < Asallfwllzwraan = Agall il as):

Ainsi en prenant Cj, = 67 A5, A} , on obtient :

[

On déduit alors du théoréme de représentation de Riesz et de 'inégalité (4.14) que :

e

Soit, Q5(f)lr2wdnn) < CoaBra(w)|fllz2(waa,). pour tout f € L*(wdA,). Dol

o < CaBoaW)|f 1|22 wann 9] 22 @any)

||Q§(f>||L2(wdAa)

”gHLQ(wdAa)*l

Q5 L2 (wdAn) s L2 (wd ) < CgaB2,a(w)~

Corollaire 4.5.1. Il existe une constante Cy, > 0 telle que pour tout w € (By,,) :

”PozHL2(wdAa)~>L2(wdAa) S C2,ozBQ,a(W)'

< CF 0B (W)|| £l 22 (i)

(4.14)

Preuve. Ce résultat découle immédiatement du Théoreme 4.1.2 et du Théoreme 4.5.1. De plus, il
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1
suffit de prendre Cy, = 321+a (C3,+C3,). [ |

Proposition 4.5.1. Soit 1 < p < 400, quelque soit w € (By,)

HPaHLP(wdAa)—wP(wdAa) - HPaHLP’(wl*P’dAa)—wP’(wlfp’dAa)'

Preuve. On rappelle que le crochet de dualité usuel entre LP(wdA,) et L¥ (wdA,) est défini par :
s Pua = [ fgwdde; € DP(wdda), g€ L (wdAy).
H

Soient f € LP(wdA,) et g € LP (wdA,), alors du fait que P, est un opérateur auto-adjoint relative-

ment au crochet (-, ), on a :

(Paf, g>w,a = (Puf, gw)a = (f, Pa(gw))a-

Ainsi de I'inégalité de Holder on obtient :

1
7

(Putgleal = | [ Pulgerotumian) < ([ 1rpaans)” ([ 1Pugl v aa,)’

c’est-a-dire que
[(Pafs 9wal < 1 llze@aan | Palge)ll o wi-raan) (4.15)

D’autre part, comme g € L (wdA,) alors gw € L¥ (w'™P'dA,) et P, étant borné de L¥ (w'"?'dA,)

sur lui méme, (car w'™ € (By,)) puisque w € (B,,) on déduit que :

||Pa(gw)||Lp’(w1*P’dAa) < ”gW“LP’(wl*P’dAa)||PaHLP’(wl*P’dAa)—wp’(wlfp’dAa)

= ”gHLP'(wdAQ)HPOéHLP’(wlfpldAa)ﬁLP'(wlfp'dAa)'
Ainsi, l'inégalité (4.15) devient :
[{(Pofs glual < fllerwaanllgller wasn I PallLo wi-vaan) -0 @i aa.): (4.16)

et g étant quelconques, alors il découle du Théoréme de représentation de Riesz et de I'inégalité
t g étant quel lors il découle du Théoreme d ésentation de Ri t de I'inégalité
(4.16) que :

||Paf||LP(wdAa) = sup |<Paf7 g)w,a’

191l Lo (wang) =L

< ||f||LP(wdAa) Pa”LP'(mlfpldAa)%LP/(w“P'dAa)'

Il s’en suit que :

||Pa||LP(wdAa)—>LP(wdAa) < ”PocHLP'(wlfp'dAa)aLP'(wlfp'dAa)' (4-17)

Par dualité, en utilisant le fait que w'™® € (B, ,) lorsque w € (B,,) et le crochet de dualité

(+,Y1- o entre LP(w'P'dA,) et LY (w'?dA,) on obtient aussi que :

1 Pall o @1+ dnn) 10" @1 daq) < [ Pallrwdan)—»Lrwda)- (4.18)
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On déduit donc le résultat annoncé des inégalités (4.17) et (4.18). [

On peut enfin établir le résultat de Sandra-Pott et de Maria Carmen Reguera suivant :

Théoreme 4.5.2. (Sandra Pott et Carmen Reguera)

Pour 1 < p < +00, il existe une constante Cﬁpva > 0 telle que pour tout w € (B, ,) on a :

max 1
HPaHLP(wdAa)%LP(wdAa) < Cp,a [Bp,a(w)] (1,,7_1)_ (4'19)

Preuve. Soit w € (B, ,) avec 1 < p < 400. Supposons d’abord que p > 2 alors max(1, zﬁ) =1.

En vertu du Corollaire 4.5.1 pour tout w € (By,) on a :

| Pall22(wdan) > L2 (wdaa) < CoaB2q(w),

ou Uy, est une constante indépendante de w. Il découle donc du Théoreme 4.4.2 qu’il existe une

constante C) o, > 0 indépendante de w telle que

max 1
|Pall ot iowtnn < CraBpalw) = CpalByalw)" 77,

1

Maintenant, si 1 < p < 2 alors p’ > 2 et ]ﬁ = max(1, E) ; comme W' € (B, ,) alors par analogie

au cas précédent et de la Proposition 4.5.1 on obtient :

| Pollrrwdan)srrwdan) = [ Pallpe @wi-raan—ro @i-vda)
! _1
Cp’ﬁaBp’,a(wl P ) = Cp’,a[Bp,a<W)]p_1
max L
= Cp’,a[Bp,a(W)] (L=,

IA

Ainsi, on a :

~ max(1,—~ N ~
||Pa||LP(wdAa)—>LP(wdAa) S Op,a[Bp,oc(w)] (171)71)’ ou Cp,a = maX(Cp,ay Cp’,a)' [

4.5.2 Controle optimal du projecteur de Bergman

Dans cette partir, nous montrons que l'inégalité (4.19) est optimale.

Définition 4.5.1. Soient f et g deux fonctions numériques positives a une variable réelle. On dit

0 im 9@ _
que g croit plus lentement que f lorsque xl_gloo o) = 0.

Définition 4.5.2. Pour 1 < p < +oo0 et —1 < a < 400, on dira que l'estimation (4.19) valide pour
tout poids w de la classe (B, ) est optimale en terme de la constante B, ,(w) lorsqu’on ne peut pas

trouver une fonction ¢(x) qui croit plus lentement que z telle que :

||Pa||LT’(wdAa)%LP(wdAa) < C¢ ([pra(w)]max(l,pj)) . (420)

quel que soit w € (B,,), ou C' > 0 est une constante indépendante de w.
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Si Dg(z) désigne le démi-disque supérieur contenu dans H, de centre x € R et de rayon R > 0

(on note Dr(0) par Dg) notons :

Dpg(z)| <
K' (w):= su | wa
pal@)i= WD S

IDr(@)] -0\
Dr(2) ’ et K o(w) :=sup

-1
|DR|w,a <|DR|w1PI,a>p
r>0 |Drla '

|DR|0c

Lemme 4.5.1. Soient 1 < p < +00, —1 < a < +o0 et w un poids sur H. Alors, on a :
Ay Jp0(w) < Bya(w) < dy ok, o (w) avee dy o = (V5P

Preuve. Soit R > 0, en considérant U'intervalle I = [—R, R|, Dg est contenu dans le boxe de
Carleson Q; = [~R, R] x [0,2R]. En observant la figure 4.5.1 cas (a), si on prend R’ = v/5R alors

Q1 est contenu dans Dy d’ou D C (Q; C Dg. En utilisant les coordonnées polaires, on obtient :

T \a+ 2

2 1 3
Dl =2 (255) ([ sinoyan) (VBRI = (V5 ..
0
Par conséquent, |Dg|s < |Q1la < (V/5)***|Dg|qo. Ainsi,

—1 -1
[Dilua <|DR|w1pf,a>p < (Vo Qluo (l@flwcay
|DR|06 |DR|Oé N |QI|0¢ |Q1|a

(VB By o (w).

IN

R étant arbitraire, il s’ensuit que :

Kpa(w) < (VBB o(w). (4.21)

Pour la deuxieme inégalité, si on fixe I un intervalle de centre x € R, en observant la figure 4.5.1
cas (b), alors @y est contenu dans Dg(z) avec R = ?M Puis, en prenant J = [-R + z, R + ],
Dg(x) est contenu dans Q; d’ott Q; € Dg(z) C Q. Mais, comme |.J| = 2R = +/5|1|, on vérifie que
Qsla = (VB)#|Q1la. Ainsi, |Q1la < |Dr(x)la < (V5)**|Q1lq et donc,

|Ql‘w,a <|Q1|wlpl,oé>pl < (\/g)p(2+a) ’DR<'r)’w,a <|DR(x)|w1P/,a>p1

‘QI’a ’Ql‘a ‘DR(]:)‘OZ |DR(x>’a
24«
< (VEPFIK, ().
Il s’ensuit que
Bya(w) < 570K (w). (4.22)

I1 découle donc de (4.21) et (4.22) que

[e3

57p(1+5)Kp,a(w> < Bp,a(w> < 5p(1+%)KI/>,a(w>‘

Corollaire 4.5.2. Pour 1 <p < 400, -1 <a < +4ooet 0 < < 1, si on considere
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Qr
Dr @,| Da) R
R Dpg
2R R
—-R+x + T R+x
R —R 0O R R I
(@) B = V5R (b) R = Y31

Figure 4.5.1

w(z) = [z|@HIP=D0=0) alors w € (B,,) et pour d,, = 5*1F2) on a

5tp
< Bpa(w) <d, 0"77.

-1
dp7a

Preuve. Soit R > 0, on sait que |Dg|, = 2 (3‘—:[;) <f02 (sin 9)ad9> R*™@ alors en utilisant de nouveau

les coordonnées polaires on a :

2 3 R
|1Drlwa = =(a+1) </2(sin 9)ad9> / P p-1)(1=0)tatly,.
0 0

9 1 Es (2+a)(p—1)(1-8)+2+a
= = <a+ ) (/2(sin9)°‘d9> i
0

p—1(A—-6)+1

De méme, en remarquant que (1 —p’)(1 —p) = 1 on a aussi,
2 5 e B (o4a)0-1)+at1
|Dglpr— o, = —(a+1) / (sin)*d6 / T dr
: m 0 0

2 1 z (24+a)(6—1)+2+4«
_ 2 (‘” ) / (sin0)°dg | &
T \a+ 2 0 )

= |Dgla
Dl
1l en résult Dol (Prlr o \77H s déduit que K, o(w) = 520
en résulte que, 5 Dol = a1 Alors on déduit que pa(w) = (e
Mais, d’aprés le Lemme 4.5.1 on a d) K, q(w) < Bpa(w) < dpoKpa(w) avec dyo = 57072) et
-1
1 <14 (p—1)(1—-90)<p;on déduit alors que de’“él*p < Bpolw) < d, o077 [

Lemme 4.5.2. Il existe une constante R, > 1 dépendant uniquement de « telle que pour tous

— 2+«
2,&1,& € H, sl |z| > Ra, [&1] < 1 et [&] < 1 alors arg <j_§1> <7
—S2

Preuve. Supposons d’abord qu’une telle constante existe. Fixons &;,& € H avec |§] < 1,7 = 1,2
et choisissons z € H tel que |z| > R,. Soient A; le point d’affixe £, i = 1,2 et M le point d’affixe 2

alors 0, = arg((z — &,), (z — &,)) désigne Pangle en M dans le triangle de sommets respectifs A;, A,
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et M. Nous voulons maximiser la valeur de 6,. Désignons par M’ le point d’intersection du segment
[Ay, M] et le cercle de centre O et de rayon R, (voir figure 4.5.2) et 0/, I'angle en M’ dans le triangle
de sommets Ay, Ay et M’'. Des propriétés de la géométrie élémentaire on observe que 6, > 6, ; il est

donc nécessaire de choisir M tel que |z| = R,.

Figure 4.5.2

Désormais, on fixe le point M tel que |z| = R,. Soit B; le point d’intersection du segment [A;, M]
et la droite réelle (voir figure 4.5.3), alors 6, est aussi 'angle en M dans le triangle de sommets By,
By et M qui est maximal lorsque la distance entre By et By vaut 2. On peut donc prendre & = —1
et 52 =1.

Figure 4.5.3

Maintenant, fixons & = —1 et & = 1 et supposons que z = x + iy alors y = /R2 — x? puisque
|z| = R,. Désignons par 7;, i = 1,2 l'angle en M dans le triangle de sommets respectifs A;, M, et A

ou A est le point d’affixe z4 = x. Par symétrie, on peut supposer que 0 < x < R,, (voir figure 4.5.4).

D’apres la figure 4.5.4 on a : tany, = 21—
Vi

z—1 :
—= = s 1<z <R .
. = o — si 1<x<R,,
tanyp = 4 Ve ® et 9&0—{% %.02 <1
Y1+ Y2 sl ~Tr > L

\/ R —a?

Dans les deux cas, en utilisant le fait que Acrtg(a) + Acrtg(b) = Acrtg(-22

1—ab

1 1— 2\/R2 — 22
0,(z) = Acrtg (H) + Acrtg (I) = Acrtg (2 :
R2 — 2 R2 — 22 RZ —1

« «

) on obtient que :

On vérifie que la fonction x — 0, (x) est décroissante sur [0, R,[. Ainsi, 'angle 6, atteint sa valeur

maximale lorsque x = 0 c’est-a-dire que z = iR, ou bien que M (0, R,,).
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1 4 O Az 14, [d=Re

(a)Casofllgnga (b) Cason 0 <z <1

Figure 4.5.4

Finalement, on a montrer que, quelques soient z, &1, & € H tels que |z| > R, |&] < 1,i=1,2 on

a:arg((z—¢&)), (2 —&)) < 0, = 2arctan RL. Ainsi, pour avoir (2+ a)arg((z — &), (z —§&,)) < %, i
-1

suffit que 2(2 4 «) arctan R%X = 7, soit R, = (tan 24+ a)” > . [

Lemme 4.5.3. Soient 1 < p < 400, -1 < o < 40 et 0 < d < 1. Alors pour le poids

w(z) = |2|@+)P=D0=9) ] existe une constante C,,, > 0 indépendante de § telle que :

| Pall ostan) s owaan) = CpalBpa(@)]™ 051, (4.23)
Preuve. Supposons d’abord que 1 < p < 2 et considérons la fonction f(z) = |21, (2),
z€Havec D= {z€H:|[z] <1}. Alors f € LP(wdAa) et || fl|]r(aa. Ca_ En effet, par passage

en coordonnées polaires on a :

a+1 a)(6— a)(l1— - a
||f||z£p(wd,4a) - T/D|§|(2+ )(8 1)p|€|(2+ )A-8)(p 1)(]m(§)) dA(€)
2 1 3 1
= Aat1) )</ (sin@)“d@)/ |r|2Fre)e-DFatly,
m 0 0

e ~ 2(a+1)
= T avec Ca = m

/ ? (sin 6)°d6.
0

Maintenant, considérons z € H tel que |z| > R, ou R, > 1 désigne la constante du Lemme 4.5.2;

2+
alors quelque soit £ € Dona:0<#6,=arg (Z 1) ¢ < 7 clest-a-dire % < cosf, < 1. Ainsi, on a :

2¢ 2 -1\
prel = 2 o (220 ",
P = RIS <5>|
f©lz — 1] 4
- ¢ dA,
2 — 1|2+a / |z — £[2+e (€)
= T b =g |2+a :
20 |1
> — | —————dA,
> 2 e
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20&
—(2+a) (24a)(6-1)
> el [l A4, (¢)
C., =~ _ C,
= 27 avec C, = —=.
0 42

Ou on rappelle que pour { € D ={z € H: |z]| <1} ona: | <1< R, <]|z|, dou

(2+a)
. 2+a) |€|
|Z gl - 22+a ’

Ainsi, pour tout z € D, = {v € H: |v| > R,},

Q 2 > — | Z .

1P peany = [ 1Paf(2)Pe(2)dAa(2)
> [ P (@) Pw(2)d4u(2)

> CW/ |Z|—(2+a)p|Z|(2+a)(p—1)(1—6)(]m(z))adAa(z)
TOP Da
_ QCg(O‘ + 1) /§<Sin 9)ad9 (/+ |T|(2+a (1_p)_1)+a+1d7")
TP 0 Ra
ég ch Rg?-&-oz)é(l—p)
= 5 T
~ I
> [CpaBpa(w)? [ fllr@aan)]s
=~ =~ / _(2-’_/&)
avec C o = Cy(dpa)™ Ra ¥ . Ol pour obtenir la derniére inégalité on a utilisé le fait que p%l > 1,
[l s = Ca RETI1-P) > REZ+)(1-7) et d’apres le Corollaire 4.5.2,
1-pl;27 ‘5 ~ =45
D, = , P - D, P(w p,o P(wdAa
(B (w)] < dpodP]77T = (dpa)? 077 Done, ||Pofllrwdss) = CpalBpal(w)7T | fllir@waa,)- Par

suite, comme zﬁ = max(1, = —1) (1 < p < 2) on déduit que, || P, ||Lp wdAg)—LP(wdAw) = CN’p,a[Bp,a(w)]max(Lp 7).

Maintenant, si p > 2 alors 1 < p’ < 2. 1l vient de la Proposition 4.5.1 et de ce qui précede que :

||Pa||LP(UJdAa)—>LP(wdAa) = ||Pa||Lp/(Wlfp/dAa)%LP,(wlfp’dAa)
Coy alBpa(w' 7)) 7 T

o 0. max(1,—1-
- Cp/’aBp’a(w) - Cp’,a [Bp,a(w)] S ”*1).

v

Dans tous les cas, en prenant ép,a < C~'p/7a, on obtient I'inégalité (4.23) pour 1 < p < +00. [ |

Le résultat principale de cette partie est donne par le théoreme qui suit.
Théoreme 4.5.3. L’estimation (4.19) est optimale au sens de la Définition 4.5.2

Preuve. Supposons l'existence d’une fonction positive ¢ satisfaisant I'inégalité (4.20) pour tout

w € (B,a); en particulier pour w(z) = |2|#+®)@=DE=D ayec 0 < § < 1. En posant
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X(0) = [Bp@(w)]max(l’ril), il découle alors des inégalités (4.20) et (4.23) que :

CpaX(8) < | Pallr (wdAa)—Lr(wdaa) < CO(X(6)).

D’ou X(6)
— <00 4.25
sx@) = )
Mais du Corollaire 4.5.2 il suit que X(8) ~ (8-2)™>*L5=1) don hrgl X (0) = 4o00. Donc d’apres
_}
I'inégalité (4.25) on ne saurait avoir Em 3y = +oo. Il est donc impossible que ¢(z) croit plus
lentement que z. [ ]

On déduit aussi le résultat suivant.

Corollaire 4.5.3. Soient 1 < p < +0 et —1 < a < +00 alors max (1, ]ﬁ) est la plus petite

puissance 7 telle que pour tout w € (B,,) on a :

| Pallzr(wdaa) s Lr@dde) < CpalBpa(@)]” (4.26)

Ou C, 4 est une constante ne dépendent pas de w.

Preuve. Considérons la fonction positive ¢(z) = 27 avec 7/ = 7[max(1, -1-)]7!. Alors pour tout
p

w € (Bpa), I'inégalité (4.26) est équivalente a l'inégalité suivante :

max L
| Pl 2 @) 20 (@) < Cpa® ([Bpa ()™)Y

Il découle donc, du Théoreme 4.5.3 qu’on ne peut avoir 1_131 @ = 0 puisque ¢(x) ne peut croitre
¢( )

plus lentement que z. Mais, 2% = 57’1

et ne tend pas vers 0 lorsque z tend vers 4o0; alors

nécessairement 7/ = 7[max(1, %)] 1> 1 soit 7 > max(1, zﬁ) u

Tout compte fait, la notion de grille dyadique est un outil tres improtant pour prouver les estima-
tions optimales pour le projeceur de Bergman dans le disque unité. De plus, on déduit de ce résultat
que 'estimation du Théoreme 4.3.2 est optimale pour 'opérateur m,. On peut aussi remarquer que
le résultat le plus intéressant dans ce chapitre est le Lemme 4.2.1 puisqu’un résultat similaire en

dimension complexe supérieur permettrait d’y prolonger le Théoréme 4.5.3 et le corollaire 4.5.3.
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& Conclusion &

L’objectif principal de ce mémoire était de caractériser les poids pour lesquels le projecteur de
Bergman dans le disque unité est continu sur les espaces LP(wdA,), p > 1 (ou faiblement continu
sur les espaces L'(wdA,)) et de donner des estimations optimales de sa norme sur ces espaces pour
1 < p < 400. Pour y parvenir, on s’est approprié quelques outils importants constituants le socle de
notre travail ; nous avons défini le projecteur de Bergman a travers une breve présentation de I'espace
de Bergman a poids dans le disque unité. Sur I’espace homogene (D, d,dA,) nous avons montré que
la continuité (ou la continuité faible : cas p = 1) du projecteur de Bergman sur les espaces LP(wdA,)
était caractérisée par 'appartenance de w a la classe (B, ). Le probleme des estimations optimales
pour le projecteur de Bergman dans le disque unité a été transféré fidelement sur le demi-plan
supérieur. Puis, grace a la méthode d’extrapolation de Rubio de Francia et la dualité, ce probleme
a été résolu en démontrant 1’équivalence entre le projecteur maximal de Bergman et 'opérateur
dyadique associé ; ce qui nous a permis d’obtenir des estimations optimales du projecteur de Bergman
sur les espaces L*(wdA,) a poids de Békollé-Bonami. La notion de grille dyadique a permis d’obtenir
les estimations optimales pour le projecteur de Bergman dans le disque unité. Cependant, il convient
de mentioner que le probleme d’estimations optimales pour le projecteur de Bergman en dimension
complexe supérieure sur la boule unité n’a pas encore été résolu . De plus, on ne sait pas s’il est

possible d’avoir des estimations optimales "faible" du projecteur de Bergman dans le cas p = 1.
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