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♣ Résumé ♣

Ce mémoire porte sur les estimations optimales pour le projecteur de Bergman dans le disque
unité de C. On note A2

α(D) l’espace de Bergman à poids : c’est l’espace des fonctions analytiques qui
sont dans L2(D, dAα). Ici, α > −1 et dAα(z) = (α + 1)(1 − |z|2)αdA(z) où dA(z) est la mesure de
Lebesgue normalisée sur D. Le projecteur de Bergman dans le disque unité est défini sur L2(D, dAα)
par :

Pαf(z) :=
∫
D

f(w)
(1− zw)2+αdAα(w) , z ∈ D.

Dans ce mémoire, à travers les travaux de David Békollé et Aline Bonami en 1978 nous montrons
que pour un poids ω, le projecteur de Bergman est de type (p, p) sur Lp(D, dAα) (1 < p < +∞) (res-
pectivement de type faible (1, 1) sur L1(D, ωdAα)) si et seulement si ω est dans la classe (Bp,α) (res-
pectivement (B1,α)) de Békollé-Bonami. Ensuite, grâce aux travaux de Sandra Pott et Maria Carmen
Reguera (2012) nous donnons une estimation optimale du projecteur de Bergman sur Lp(D, ωdAα)
(1 < p < +∞) suivant la caractéristique Bp,α(ω) de Békollé-Bonami moyennant le modèle dyadique
et une adaptation de la méthode de Cruz-Uribe, Martell et Pérez.
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♣ Abstract ♣

This work focuses on the sharp estimates of the Bergman projection in the unit disk. We denote
by A2

α(D) the weighted Bergman space on the unit disk of C : it is the space of analytic function
in L2(D, dAα). Here, α > −1 and dAα(z) = (α + 1)(1 − |z|2)αdA(z) where dA(z) is the normalized
Lebesgue area measure on D. The Bergman projection is defined on L2(D, dAα) by :

Pαf(z) :=
∫
D

f(w)
(1− zw)2+αdAα(w) , z ∈ D.

In this thesis, from the work of David Békollé and Aline Bonami in 1978, we prove that given a
weighted ω on D, the Bergman projection is of type (p, p) on Lp(D, ωdAα) (1 < p < +∞) (respectively
of weak type (1, 1) on L1(D, ωdAα)) if and only if ω belong to (Bp,α) class (respectively (B1,α) class)
of Békollé-Bonami. Later, thanks to a work of Sandra Pott and Maria Carmen Reguera, we give
sharp estimates for the Bergman projection on Lp(D, ωdAα) (1 < p < +∞) in terms of Békollé-
Bonami constant Bp,α(ω) by the means of a dyadic Modèle approach and an adaptation of a method
of Cruz-Uribe, Martell and Pérez.
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♣ Introduction ♣

On considére la mesure radiale définie par dAα(z) = (α + 1)(1 − |z|2)αdA(z), z ∈ D, avec
−1 < α < +∞ où dA(z) désigne la mesure standard de probabilité de Lebesgue sur D. On définit
l’espace Ap(D, dAα) (0 < p < +∞) de Bergman comme étant l’ensemble des fonctions holomorphes
sur Ω qui sont dansLp(D, dAα). On note Pα le projecteur de Bergman définit par

Pαf(z) =
∫
D

f(w)
(1− zw)2+αdAα(w), z ∈ D.

C’est un opérateur intégral dont le noyau est défini par Kα(z, w) = (1− zw)−(2+α), z, w ∈ D : C’est
le noyau de Bergman. La recherche de la dualité sur les espaces Ap(D, dAα) conduit au problème
de continuité du projecteur de Bergman sur les espaces Lp(D, dAα). De plus, on montre grâce à
la théorie des intégrales singulières développée par Coifman et Weiss en 1971 [8] dans le cadre des
espaces de natures homogènes que le projecteur de Bergman est une intégrale singulière. Plusieurs
mathématiciens ce sont penchés sur le problème de continuité d’un opérateur d’intégrale singulière
à cette époque. On peut citer : Muckenhoupt, Hunt et Wheeden [15], Coifman et Fefferman [9],
Calderòn [6] etc... Le problème principal était celui de la caractérisation des fonctions posituves ω,
localements intégrables sur un espace homogène (X, d, µ) pour lesquelles un opérateur d’intégrale
singulière T est bornée sur Lp(ωdµ) (1 < p < +∞) c’est-à-dire qu’il existe C > 0 tel que :

‖Tf‖Lp(ωdµ) ≤ C‖f‖Lp(ωdµ). (1)

Mais, plutôt, en 1972 Muckenhoupt [19] avait introduit une classe (Ap) dite de Muckenhoupt pour
laquelle bon nombre de ces opérateurs en particulier ceux de la classe de Calderòn-Zygmund saisfai-
saient l’inégalité (1) si et seulement si ω appartient à la classe (Ap) c’est-à-dire ω vérifie

Ap(ω) = sup
B

|B|ω
|B|

(
|B|ω1−p′

|B|

)p−1

< +∞. (2)

Paradoxalement, pour la simple raison que le noyau de Bergman est de classe C∞ sur D et
n’est singulier qu’à la frontière de D, l’appartenance d’un poids à la classe de Muckenhoupt est
une condition suffisante pour avoir l’inégalité (1) et loin d’être nécessaire dans le cas du projecteur
de Bergman Pα. Dès lors, l’étude de la continuité du projecteur de Bergman présente un intérêt
certain ; vu qu’un résultat analogue à celui de Coifman et Fefferman fait en 1978 par David Békollé
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et Aline Bonami [5] s’étend au cas des mesures boréliennes (cas qui ne sera pas développé ici pour
des raisons d’objectivités). Ce résultat sera généralisé en dimension supérieur dans la boule unité de
Cn par David Békollé [4]. Comme ses prédécesseurs, David Békollé va introduire l’espace homogène
(D, d, dAα) (que nous définirons ultérieurement) et une classe de mesures boreliennes notée (Bp,α)
(1 ≤ p < +∞) dite de Békollé-Bonani. Puis, il enonce les résultats suivants :
• L’opérateur Pα s’étend en un opérateur continu sur Lp(D, dµ) (1 < p < +∞) dans lui-même

si et seulement si µ est dans la classe (Bp,α).
• L’opérateur Pα s’étend en un opérateur faiblement continu sur L1(D, dµ) si et seulement si µ

est dans la classe (B1,α).
Dans le cas où µ est une mesure absolument continue par rapport à dAα, si ω désigne la dérivée
de Radon-Nikodym de µ (µ = ωdAα), pour ces deux résultats la nécessité de l’appartenance de
µ = ωdAα à la classe (Bp,α) (1 ≤ p < +∞) se prouve à peu près comme l’ont fait Coifman et
Fefferman [9] dans le cas de la transformation de Hilbert. Pour les réciproques, on procède par
régularisation des poids de la classe (Bp,α) de façon à obtenir des poids de Muckenhoupt ce qui
permet d’utiliser à nouveau le résultat de Coifman et Fefferman. Pour la réciproque du premier
résultat, on montre que pour la fonction maximal mα définit par :

mαf(z) = sup
r≥1−|ξ|,ξ∈D

1B(ξ,r)(z)
|B(ξ, r)|α

∫
B(ξ,r)

|f |dAα (3)

on a les inégalités suivantes :

‖mαf‖Lp(ωdAα) ≤ C‖f‖Lp(ωdAα); (4)

‖Pαf‖Lp(ωdAα) ≤ C‖mαf‖Lp(ωdAα). (5)

Pour La réciproque du second résultat on montre que mα est de type faible (1, 1) sur L1(ωdAα) ; puis
on utilise un découpage de type Calderòn-Zygmund.

Les harmoniciens font face à une frustration majeur car les techniques qu’ils utlisaient n’offraient
pas une réelle visibilité sur la dépendance de la norme à poids de Muckenhoupt d’un opérateur
d’intégrale singulière. Cette nouvelle préocupation va succiter de très belles pages d’analyse. C’est
ainsi qu’en 2007 Petermichl [20] dans le cas de la transformation de Hilbert a prouvé l’estimation est
optimale suivante :

‖Tf‖L2(ω) ≤ CA2(ω)‖f‖L2(ω) (6)

où la constante C est indépendante de ω. Ce résultat sera à l’origine de la conjecture Ap (1 < p < +∞)
qui stipule, qu’une estimation optimale pour un opérateur de type Caldéròn-Zygmund T en fonction
de la constante Ap(ω) est donnée par :

‖Tf‖Lp(ω) ≤ C(T )Ap(ω)max(1, 1
p−1 )‖f‖Lp(ω). (7)

Où C(T ) est une constante qui dépend uniquement de T . La recherche d’une telle estimation n’est
pas fortuite car, en 2001, Astala Iwaniec et Saksman [2] ont démontré que les résultats optimaux de
régularité des solutions des EDP de Beltrami étaient vérifiées dès lors qu’on supposait que la norme

Mémoire de MASTER: Estimations optimales pour le projecteur
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d’opérateur de la transformation de Beurling-Ahlfors satisfaisait (7) pour p ≥ 2. La conjecture Ap sera
finalement démontrée en 2011 par Hytönen [16]. Suite à ce nouveau developpement de la conjecture
Ap, une question intéressante serait celle de savoir s’il est possible de prolonger ce résultat à une
sorte de conjecture Bp,α pour le projecteur de Bergman. Il s’agit aussi d’améliorer le résultat de
Alexandru et Constantin [1] qui dans une tentative de résolution de la conjecture Bp,α ont réussi
à contrôller la norme Lp à poids de Békollé-Bonami du projecteur de Bergman sur la boule unité
de Cn par la constante B

5
2
p,α(ω). Mais, dans leur article [21] publié en 2013, Sandra pott et Maria

Carmen Reguera ont prouvé grâce à la notion grille dyadique que l’opérateur de Bergman dans le
disque unité satisfaisait à des estimations analogue à (6) données par :

‖Pαf‖Lp(ωdAα) ≤ Cp,α[Bp,α(ω)]max(1, 1
p−1 )‖f‖Lp(ωdAα) (8)

où Cp,α est une constante indépendante de ω. Elles prouvent (8) en transférant le problème dans le
demi-plan complexe supérieur au moyen d’une bijection. Les grilles dyadiques permetent de définir les
opérateurs dyadiques qui sont des opérateurs approchant le projecteur de Bergman indépendanment
des poids ω de la classe (Bp,α).

Notre mémoire, présente deux objectifs majeurs : nous devons caractériser la continuité Lp à poids
pour le projecteur de Bergman dans le disque unité ; puis, mettre en exergue les travaux de Sandra
pott et Maria Carmen Reguera c’est-à-dire prouver les estimations (8). Pour cela, nous adoptons le
plan suivant :
• Au chapitre un, nous rappelons les notions qui seront utiles dans ce mémoire.
• Le chapitre deux est consacré aux espaces de Bergman dans le disque unité et à une présen-

tation des poids de Békollé-Bonami.
• Le chapitre trois est consacré à la preuve du théorème de Békollé-Bonami.
• Enfin, au chapitre quatre, nous nous inspirerons du travail Sandra Pott et de Maria Carmen

Reguera pour [21] pour prouver une nouvelle version de la preuve du théorème de Békollé-
Bonami qui offre une estimation optimale du projecteur dans le cas où 1 < p < +∞.

Mémoire de MASTER: Estimations optimales pour le projecteur
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? ? Chapitre Un ? ?

Notions préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons certaines notions utiles pour l’élaboration des résultats prévus
dans le cadre de mémoire. Il s’agit principalement des éléments de la théorie d’intégration, d’analyse
fonctionnelle linéaire, de variables complexes et ainsi que quelques résultats d’analyse harmonique.

1.1 Rappels sur la théorie d’intégration

Dans cette section on énonce quelques résultats de base de la théorie d’intégration qu’on utilisera.
Le triplet (X,A, µ) désignera un espace mesuré. Cette partie est extraite de [3] et de [13].

Définition 1.1.1. Pour 0 < p < +∞, Lp(X,µ) désigne l’ensemble des (classes de) fonctions
f µ-mesurables sur X et à valeurs dans C telles que que |f |p soit µ-intégrable.

L∞(X,µ) est l’ensemble des (classes de) fonctions f µ-mesurables sur X et à valeurs dans C telles
qu’il existe une constante c > 0 vérifiant µ ({x ∈ X : |f(x)| > c}) = 0 ou encore
|f | ≤ c µ-presque partout.

Pour 0 < p < +∞ et f ∈ Lp(X,µ) on note

‖f‖Lp(X,µ) =
(∫

X
|f(x)|pdµ(x)

) 1
p

.

Et pour f ∈ L∞(X,µ) on note

‖f‖L∞(X,µ) = ess sup |f | = inf{c > 0 : |f | ≤ c , µ− p.p}

Dans la suite, Lp(X,µ) sera noté simplement Lp et ‖f‖Lp(X,µ) = ‖f‖p quand cela n’engendrera
pas de confusion. Sauf mention contraire, lorsque X = Rn, la mesure considérée sera la mesure de
Lebesgue sur Rn.

Théorème 1.1.1. Soient f et g deux fonctions mesurables sur X.

1) Si f ∈ Lp(X,µ) et g ∈ Lp′(X,µ) avec 1
p

+ 1
p′

= 1 alors fg ∈ L1(X,µ). De plus,

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p‖g‖p′ . (Inégalité de Hölder)

4



1.1. Rappels sur la théorie d’intégration

2) Si f, g ∈ Lp(X,µ) alors on a :

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p. (Inégalité de Minkowski)

Théorème 1.1.2. (Convergence monotone de Beppo-Levi)
Soit {fn}n∈N une suite croissante de fonctions positives et µ-intégrables. Alors,

lim
n→+∞

∫
X
fndµ =

∫
X

lim
n→+∞

fndµ.

De plus, si sup
n∈N

∫
X
fndµ < +∞ alors {fn}n converge simplement µ-presque partout vers f = sup

n∈N
fn

et f est µ-intégrable .

Théorème 1.1.3. (Convergence dominée de Lebesgue)
Soit {fn}n∈N une suite d’éléments de Lp avec 1 ≤ p ≤ +∞ qui converge simplement µ-presque
partout vers une fonction f . On suppose qu’il existe une fonction positive g ∈ Lp telle que pour tout
n ∈ N, on ait : |fn| ≤ g µ-presque partout. Alors f ∈ Lp et ‖fn − f‖p −→ 0 quand n −→ +∞.

Dans le cas p = 1 on a tout simplement lim
n→+∞

∫
X
fndµ =

∫
X
fdµ.

Théorème 1.1.4. (Continuité sous le signe somme)
Soit f : X × E −→ R, où E est un espace métrique. Si on pose

φ(t) =
∫
X
f(x, t)dµ(x)

et on suppose que :

(1) Pour tout t ∈ E, f(·, t) est µ-intégrable sur X ;

(2) Pour presque tout x ∈ X, f(x, ·) est continue sur E ;

(3) Pour tout t0 ∈ E, il existe V , un ouvert de t0 contenu dans E et il existe g, une fonction
µ-intégrable sur X ne dépendant que de la variable x vérifiant : pour tout t ∈ V,
|f(·, t)| ≤ g µ-presque partout.

Alors la fonction φ est continue sur E.

Théorème 1.1.5. (Riesz-Fisher)
Pour 1 ≤ p ≤ +∞, (Lp, ‖ · ‖p) est un espace de Banach.

Théorème 1.1.6. (Réciproque du théorème de la convergence dominée de Lebesgue)
Si {fn}n∈N est une suite d’éléments de Lp qui converge dans Lp vers f ∈ Lp (c’est-à-dire ‖fn−f‖Lp −→
0 quand n −→ +∞) alors on peut extraire de la suite {fn}n une sous-suite {fnk}k et on peut trouver
une fonction g ∈ Lp telles que la suite {fnk}k converge simplement vers f µ-presque partout et pour
tout k ∈ N, |fnk | ≤ g µ-presque partout.

Proposition 1.1.1. Soit 1 ≤ p < +∞. Si Ω ⊆ Rn est un ouvert alors Lp(Ω, µ) est un espace
séparable.

Théorème 1.1.7. (Fubini)
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1.1. Rappels sur la théorie d’intégration

(1) Soient (Xi,Ai, µi)1≤i≤k k espaces mesurés σ-finis, soit
f : (X1 × · · · ×Xk,A1 ⊗ · · · ⊗ Ak) −→

(
R+,B(R+)

)
. Soit µ la mesure produit sur

(X1 × · · · ×Xk,A1 ⊗ · · · ⊗ Ak). Pour toute permutation σ de {1, . . . , k}, on a l’égalité :
∫
X1×···×Xk

fdµ =
∫
Xσ(1)

· · ·
∫
Xσ(k)

f(x1, . . . , xk)dµσ(1)(xσ(1)) . . . dµσ(k)(xσ(k)).

(2) Si la fonction f est mesurable et de signe quelconque, alors le résultat ci-dessus reste valide à
condition que l’on ait l’hypothèse supplémentaire suivante :

∫
X1×···×Xk

|f |dµ < +∞.

Théorème 1.1.8. (Représentation de Riesz pour les espaces Lp)
Pour 1 ≤ p < +∞, le dual topologique (Lp)′ de Lp est isométrique à l’espace Lp′ , où p′ est tel que
1
p

+ 1
p′

= 1. Plus précisement, pour T ∈ (Lp)′, il existe une fonction g ∈ Lp′ telle que pour tout f ∈ Lp

on a :
Tf = 〈f, g〉 =

∫
X
fgdµ.

De plus, par dualité, on a : ‖T‖(Lp)′ = ‖g‖Lp′ = sup
‖f‖Lp=1

∣∣∣∣∫
X
fgdµ

∣∣∣∣ . Ainsi on identifie (Lp)′ à Lp′ grâce

à l’isomorphisme isométrique :

〈·, ·〉 : Lp
′ −→ (Lp)′

g 7−→ 〈·, g〉 : Lp −→ C

f 7−→ 〈f, g〉 =
∫
X
fgdµ.

Théorème 1.1.9. Soit (X,A, µ) un espace mesuré σ-fini (c’est-à-dire qu’il existe une suite {Xn}n
d’éléments deux à deux disjoints de A vérifiant X =

⋃
n

Xn et µ(Xn) < +∞). Si f est une fonction

mesurable telle que pour toute fonction g mesurable positive on a
∫
X
fgdµ ≥ 0 alors f ≥ 0 µ-presque

partout.

Définition 1.1.2. Sur un espace mesurable (X,A), une mesure ν est dite absolument continue par
rapport à une autre mesure µ (on note ν � µ) lorsque pour tout
A ∈ A, µ(A) = 0⇒ ν(A) = 0.

Théorème 1.1.10. (Décomposition de Radon-Nikodym)
Soient ν et µ deux mesures positives sur un espace mesurable (X,A). alors ν se décompose de
manière unique sous la forme ν = νa + νs, où νa � µ et νs est singulière par rapport à µ (c’est-à-dire
il existe A,B ∈ A disjoints tels que νs(A) = νs(X) et µ(B) = µ(X). De plus, il existe une fonction
f mesurable positive, telle que νa = fµ

(
νa(A) =

∫
X

1Afdµ
)
. On dit que f est la dérivée de Radon

de ν par rapport à µ.

Corollaire 1.1.1. Soit (X,A, µ) un espace mesuré, alors les mesures absolument continues par
rapport à µ sont sous la forme ν = fµ où f est une fonction mesurable positive.
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1.2. Espaces Lp-faible et interpolation de Marcinkiewicz

1.2 Espaces Lp-faible et interpolation de Marcinkiewicz

Avant d’énoncer le théorème d’interpolation de Marcinkiewicz dans les espaces Lp, nous rappelons
sommairement les définitions et quelques propriétés des espaces Lp-faible ; confère [13, Pages, 31-34].

Définition 1.2.1. Soit 0 < p < +∞. On désigne par Lp(X,µ)-faible, noté Lp,∞(X,µ), l’ensemble
de toutes les classes de fonctions µ-mesurables sur X telles que

‖f‖Lp,∞ = inf
{
c > 0 : µ({x ∈ X : |f(x)| > α}) ≤ cp

αp
,∀α > 0

}
< +∞

= sup
{
αµ ({x ∈ X : |f(x)| > α})

1
p , α > 0

}
.

L’espace L∞-faible est par définition l’espace L∞.

Définition 1.2.2. Soient 1 ≤ p, p′ ≤ +∞ et T : Lp −→ Lp
′ une application. On dit que T est de

type (fort) (p, p′) ou bien que T est bornée de Lp dans Lp′ s’il existe une constante Ap, p′ ≥ 0 telle que
pour toute fonction f ∈ Lp, ‖Tf‖p′ ≤ Ap, p′‖f‖p. Par conséquent lorsque T est linéaire cela entraîne
la continuité de T .
On dit que T est de type faible (p, p′) avec 1 ≤ p′ < +∞ (resp de type faible (p,∞)) s’il existe une
constante Ap, p′ ≥ 0 (resp Ap ≥ 0) telle que pour toute fonction f ∈ Lp,
‖Tf‖Lp′,∞ ≤ Ap,p′‖f‖Lp c’est-à-dire

µ({x ∈ X : |Tf(x)| > α}) ≤
(
Ap, p′‖f‖p

α

)p′
quelque soit α > 0

(resp ‖Tf‖∞ ≤ Ap‖f‖p (c’est-à-dire T est de type (p,∞))).

Dans ces conditions, lorsque T est linéaire on dit que T est faiblement continue de Lp dans Lp′ pour
dire que T est de type faible (p, p′).

Remarque 1.2.1. Si T est de type (p, p′) alors T est de type faible (p, p′), la réciproque n’étant
pas vraie. Cependant, le théorème d’interpolation dû à Marcinkiewicz est le plus souvent utilisé
lorsqu’on désire montrer qu’un opérateur sous-additif est borné de Lp dans Lp′ sachant qu’il vérifie
des estimations de type faible. Il s’énonce comme suit :

Théorème 1.2.1. (Interpolation de Marcinkiewicz)
Soient p0 et p1 deux éléments de [1,+∞] tels que 1 ≤ p0 < p1 ≤ +∞. Soit T une application sous-
additive définie sur Lp0 + Lp1 à valeurs dans l’espace des fonctions mesurables sur X, c’est-à-dire
|T (f + g)| ≤ |Tf | + |Tg| pour toutes fonctions f et g appartenant à Lp0 + Lp1 . On suppose que T
est simultanément de type faible (p0, p0) et de type faible (p1, p1). Alors pour tout 0 < t < 1, T est
de type (pt, pt) où

1
pt

= t

p0
+ 1− t

p1

De plus, lorsque p1 < +∞,

Apt, pt = 2
[
pt

(
(Ap0, p0)p0

pt − p0
+ (Ap1, p1)p1

p1 − pt

)] 1
pt
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1.3. Rappels d’analyse fonctionnelle et linéaire

convient alors pour avoir ‖Tf‖pt ≤ Apt, pt‖f‖pt pour tout f ∈ Lpt .
Si p1 = +∞, on peut prendre

Apt, pt = 2
[
pt

(Ap0, p0)p0

pt − p0

] 1
pt

.

1.3 Rappels d’analyse fonctionnelle et linéaire

Les différents résultats de section peuvent être retrouver dans [7, 3].

Théorème 1.3.1. (Graphe fermé)
Une application linéaire f entre deux espaces de Banach E et F est continu si et seulement si pour
toute suite {xn}n d’éléments de E telle que xn −→ 0 (dans E) et f(xn) −→ y (dans F ) quand
n −→ +∞ alors y = 0.

1.3.1 Espaces de Hilbert

Soit H un espace vectoriel sur le corps K(= R ou C). On rappelle qu’un produit scalaire sur H
est une forme hermitienne sur H qui est définie positive. Nous noterons 〈, 〉 pour désigner un produit
scalaire sur H. Plus précisement, pour x, y, z ∈ H et λ ∈ K, on a :

(1) 〈x+ λy, z〉 = 〈x, y〉+ λ〈y, z〉 ;

(2) 〈x, y + λz〉 = 〈x, y〉+ λ〈x, z〉 ;

(3) 〈x, y〉 = 〈y, x〉 ;

(4) 〈x, x〉 ≥ 0 et 〈x, x〉 = 0⇔ x = 0 (On dit que 〈, 〉 est définie positive).

De plus, l’application définie sur H par ‖x‖ =
√
〈x, x〉, x ∈ H est une norme sur H. C’est la

norme associée au produit scalaire 〈, 〉.

Définition 1.3.1. Un espace préhilbertien est un K-espace vectoriel H muni d’un produit scalaire
〈, 〉. On notera (H, 〈, 〉) ou simplement H.
Si en plus H est complet pour la norme associée au produit scalaire 〈, 〉, alors on dit que (H, 〈, 〉) est
un espace de Hilbert.

Définition 1.3.2. Deux vecteurs x et y d’un espace préhilbertien H sont dits orthogonaux lorsque
〈x, y〉 = 0. Et si A est une partie non vide de H, alors on appelle orthogonal de A et on note A⊥

l’ensemble défini par : A⊥ = {x ∈ H : 〈x, y〉 = 0 ∀y ∈ A}.

Théorème 1.3.2. (Projection orthogonale)
Soit H un espace de Hilbert. Soit F un sous-espace de Hilbert (ou encore un sous-espace fermé)
de H. Alors, pour tout x appartenant à H, il existe un unique élément noté PFx appartenant à F
vérifiant :

‖x− PFx‖ = d(x, F ) = inf{‖x− z‖, z ∈ F}. (1.1)

De plus, PFx est l’unique élément de F tel que x−PFx soit dans l’orthogonal de F : c’est le projeté
orthogonal de x sur F .
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1.3. Rappels d’analyse fonctionnelle et linéaire

L’application notée PF définie de H dans F qui à x associe PFx est la projection orthogonale de H
sur F .

Remarque 1.3.1. La relation (1.1) reste valide lorsque H est seulement préhilbertien et F une
partie non vide de H, convexe et qui est un espace métrique complet pour la distance induite par la
norme associée au produit scalaire de H.

Proposition 1.3.1. Soient H un espace de Hilbert et F un sous-espace fermé de H.

(1) Pour x et y dans H, on a : ‖PFx − PFy‖ ≤ ‖x − y‖ (Cette inégalité reste vraie lorsque F est
un convexe fermé et non vide de H).

(2) Lorsque F 6= {0}, PF est un opérateur linéaire continue de norme 1.

(3) Pour x et y dans H, on a : 〈PFx, y〉 = 〈x, PFy〉.

(4) PF ◦ PF = PF .

(5) ImPF = F , kerPF = P−1
F {0} = F⊥ et H = F ⊕ F⊥.

(6) PF⊥ = IdH − PF .

Théorème 1.3.3. (Théorème de représentation de Riesz)
Soit H un espace de Hilbert et soit ϕ une forme linéaire continue sur H. Alors il existe un unique
vecteur a dans H tel que pour tout x ∈ H,ϕ(x) = 〈x, a〉 et ‖ϕ‖ = ‖a‖.

1.3.2 Bases hilbertiennes

Définition 1.3.3. Soit H un espace préhilbertien et soit I un ensemble non vide d’indices. On dit
que la famille {ei}i∈ I d’éléments de H est orthogonale si on a : 〈ei, ej〉 = 0 pour i, j ∈ I, i 6= j.

De plus, si ‖ei‖ = 1 ∀ i ∈ I, c’est-à-dire 〈ei, ej〉 = δij =

 1 si i = j

0 si i 6= j
alors on dit que la famille

(ei)i∈ I est orthonormée ou orthonormale.

Théorème 1.3.4. (Théorème de Pythagore généralisé)

Soient H un espace de Hilbert et {xn}n∈N une suite orthogonale d’éléments de H. La série
+∞∑
n=0

xn

converge dans H si et seulement si la série numérique
+∞∑
n=0
‖xn‖2 converge. Dans ce cas, on a la relation

de Pythagore généralisée ∥∥∥∥∥
+∞∑
n=0

xn

∥∥∥∥∥
2

=
+∞∑
n=0
‖xn‖2.

Théorème 1.3.5. Soit H un espace de Hilbert, soit {en}n∈N une suite orthonormée d’éléments de
H et soit F le sous-espace de Hilbert qu’elle engendre, c’est-à-dire que F est l’adhérence dans H du
sous-espace engendré par la suite {en}n∈N. Alors

(1) Pour tout x ∈ H, la série
+∞∑
n=0
〈x, en〉en est convergente et sa somme est égale à PFx et on a

l’inégalité de Bessel :

‖PFx‖2 =
+∞∑
n=0
|〈x, en〉|2 ≤ ‖x‖2.
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1.4. Quelques résultats de variables complexes

(2) Quelque soient x et y dans H, la série numérique
+∞∑
n=0
〈x, en〉〈y, en〉 est absolument convergente

et on a :
+∞∑
n=0
〈x, en〉〈y, en〉 = 〈PFx, PFy〉.

Définition 1.3.4. Soit H un espace de Hilbert. On appelle base hilbertienne de H toute famille
{ei}i∈ I orthonormée de H qui est totale c’est-à-dire que le sous-espace engendré par {ei}i∈ I est dense
dans H.

Théorème 1.3.6. (Théorème des bases hilbertiennes)
Soit {en}n∈N une suite orthonormée d’un espace de Hilbert H. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

(1) {en}n∈N est une base hilbertienne de H.

(2) Tout élément x dans H s’écrit sous la forme x =
+∞∑
n=0
〈x, en〉en.

(3) Quels que soient x et y dans H, on a : 〈x, y〉 =
+∞∑
n=0
〈x, en〉〈y, en〉.

(4) Pour tout x dans H on a l’identité de Parseval-Bessel :

‖x‖2 =
+∞∑
n=0
|〈x, en〉|2.

Théorème 1.3.7. Tout espace de Hilbert séparable (c’est-à-dire qui contient une partie dénom-
brable qui est totale) possède une base hilbertienne.

1.3.3 Opérateurs dans les espaces de Hilbert

Définition 1.3.5. Soit H un espace préhilbertien et soit u un opérateur dans H. On appelle
opérateur adjoint de u un opérateur noté u∗ qui est tel que 〈u(x), y〉 = 〈x, u∗(y)〉, pour
x, y ∈ H.
Lorsque u = u∗, on dit que u est un opérateur auto-adjoint.

Proposition 1.3.2. (1) L’adjoint d’un opérateur s’il existe, est unique.

(2) Si H est un espace de Hilbert, alors tout opérateur continu sur H possède un unique adjoint.

(3) (u∗)∗ = u ; (u+ v)∗ = u∗ + v∗ ; (αu)∗ = αu∗ ; (u ◦ v)∗ = v∗ ◦ u∗.

(4) Si u est inversible alors u∗ est aussi inversible et (u∗)−1 = (u−1)∗.

(5) Lorsque u est continue, alors u∗ l’est aussi et on a ‖u‖ = ‖u∗‖.

1.4 Quelques résultats de variables complexes

Cette section est un extrait du livre [22].
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1.4. Quelques résultats de variables complexes

1.4.1 Holomorphie et analyticité

Soient a ∈ C et r > 0. On note par :
D(a, r) = {z ∈ C : |z − a| < r} le disque ouvert de centre a et de rayon r.
D(a, r) = {z ∈ C : |z − a| ≤ r} est le disque fermé de centre a et de rayon r.
C(a, r) = {z ∈ C : |z − a| = r} est le cercle de centre a et de rayon r.

Définition 1.4.1. Soient Ω un ouvert de C et f une fonction de Ω dans C. On dit que f est

holomorphe (dérivable au sens complexe) en un point a de Ω si la limite de f(z)− f(a)
z − a

existe quand
z tend vers a. Cette limite est alors appelée la dérivée de f en a et est notée f ′(a). On dit que f est
holomorphe sur Ω si elle est holomorphe en tout point de Ω.

L’ensemble des fonctions holomorphes sur Ω est noté H(Ω).

Définition 1.4.2. Soient Ω un ouvert de C et f : Ω −→ C une fonction d’une variable complexe.
On dit que f est analytique en a de Ω s’il existe r > 0 tel que le disque D(a, r) est contenu dans Ω
et si on peut trouver une suite {an}n∈N de nombres complexes telle que pour tout z ∈ D(a, r) :

f(z) =
+∞∑
n=0

an(z − a)n.

On dit que f est analytique sur Ω si elle est analytique en tout point de Ω.

On note A(Ω) l’ensemble des fonctions analytiques sur Ω.

Proposition 1.4.1. Si Ω est un ouvert de C, alors A(Ω) = H(Ω).

Théorème 1.4.1. Soient Ω un ouvert de C et f une fonction analytique de Ω dans C qui est
continue. Les propiétés suivantes sont équivalentes :
(1) Pour tout disque D(a, r) contenu dans Ω, on a :

f(a) = 1
2π

∫ 2π

0
f(a+ reit)dt. (Formule de la moyenne)

(2) Pour tout disque D(a, r) contenu dans Ω, on a :

f(a) = 1
πr2

∫
D(a,r)

f(x+ iy)dxdy. (Formule de la moyenne planaire)

Proposition 1.4.2. Soient Ω un ouvert de C, f une fonction holomorphe sur Ω et D(a, r) un disque

fermé contenu dans Ω. Si le développement de f en série entière au voisinage de a est
+∞∑
n=0

an(z− a)n,

on a pour n ∈ N :
f (n)(a)
n! = an = 1

2πrn
∫ 2π

0
f(a+ reit)e−intdt.

Corollaire 1.4.1. (Inégalités de Cauchy)
Soit f une fonction holomorphe au voisinage du disque D(a, r). Alors les coefficients {an}n∈N du
développement en série entière de f en a vérifient :

|an| ≤M(r)r−n , où M(r) = sup
z∈D(a,r)

|f(z)|.
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1.4. Quelques résultats de variables complexes

Théorème 1.4.2. (Weierstrass)
Soit {fn}n une suite d’éléments de H(Ω) qui converge uniformément vers f sur tout compact de C
contenu dans Ω, alors f ∈ H(Ω). En outre, quelque soit k entier naturel, la suite {f (k)

n }n converge
uniformément sur les compacts de C contenu dans Ω vers f (k).

1.4.2 Fonctions Gamma et Bêta

Définition 1.4.3. [13, Pages,416-424]

(1) On appelle « fonction Gamma » la fonction définie pour x ∈]0,+∞[ par

Γ(x) =
∫ +∞

0
e−ttx−1dt.

(2) On appelle « fonction Bêta » la fonction définie pour un couple (x, y) ∈]0,+∞[×]0,+∞[ par

β(x, y) =
∫ 1

0
tx−1(1− t)y−1dt.

Propriété 1.4.1. (1) Γ est bien définie et de classe C∞ sur ]0,+∞[.

(2) Pour tout x ∈]0,+∞[,Γ(x+ 1) = xΓ(x). En particulier pour n ∈ N,Γ(n+ 1) = n!.

(3) Pour tout x ∈]0, 1[,Γ(x)Γ(1− x) = π

sin πx .

(4) Pour tout couple (x, y) ∈]0,+∞[×]0,+∞[, β(x, y) = Γ(x)Γ(y)
Γ(x+ y) .

(5) On a l’équivalence : Γ(x+ 1) '
√

2πx
(
x

e

)x
lorsque x −→ +∞ (Formule de Stirling).

(6) Pour |x| < 1 et λ > 0 on a :

(1− x)−λ =
+∞∑
n=0

Γ(n+ λ)
n!Γ(λ) xn .

Preuve. (5)Nous allons juste prouver la formule de Stirling. En effectuant successivement les chan-
gements de variables t = x+ sx

√
2
x
et y =

√
x
2 l’on vérifie que :

Γ(x+ 1) =
(
x

e

)x√
2x
∫ +∞

−y

(
1 + s

y

)2y

e2sy ds c’est-à-dire Γ(x+ 1)(
x
e

)x√
2x

=
∫
R
f(y, s)ds.

Où f(y, s) =
(

1+ s
y

es

)2y
1[−y,+∞[(s). L’on vérifie aisément les inégalités suivantes :

|f(y, s)| ≤

 (1 + s)2e−s si s ≥ 0
e−s

2 si − y ≤ s ≤ 0
≤ g(s) := (1 + s)2e−s1{t≤0}(s) + e−s

21{t≥0}(s).

La fonction s 7→ g(s) est intégrable et f(y, s)→ e−s
2 lorsque y 7→ +∞. Le Théorème de la convergence

dominée donne le résultat escompter comme suit :

lim
x→+∞

Γ(x+ 1)(
x
e

)x√
2x

y=x
2= lim
y→+∞

∫
R
f(y, s)ds =

∫
R
e−s

2
ds =

√
π.
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1.5. Rappels d’analyse harmonique

1.5 Rappels d’analyse harmonique

1.5.1 Espaces de nature homogène

Définition 1.5.1. [8] On appelle pseudo-distance sur un ensemble non vide X toute application
d : X ×X −→ R+ telle que :

(1) d(x, y) = 0⇔ x = y ;

(2) d(x, y) = d(y, x) ;

(3) Il existe une constante positive δ1 (δ1 ≥ 1) telle que pour tous x, y, z ∈ X,

d(x, z) ≤ δ1 (d(x, y) + d(y, z)) .

Pour x ∈ X et r > 0, l’ensemble B(x, r) := {y ∈ X : d(x, y) < r} est appelé pseudo-boule ouverte
de centre x et de rayon r. Les pseudo-boules ouvertes centrées en x satisfont aux axiomes d’une base
de voisinage de x.

Définition 1.5.2. Soit d une pseudo-distance sur X. Une mesure borélienne positive µ (X étant
supposé muni de la topologie associée à d) est dite homogène ou doublante s’il existe une constante
δ2 positive telle que quels que soient x ∈ X et r > 0 on ait

µ(B(x, 2r)) ≤ δ2µ(B(x, r)) < +∞.

On dit alors que le triplet (X, d, µ) est un espace de nature homogène ou tout simplement un espace
homogène.

1.5.2 Quelques rappels de la théorie des intégrales singulières

Lemme 1.5.1. (Lemme de recouvrement de Vitali)
Soit (X, d, µ) un espace homogène et soit E un sous-ensemble mesurable de X qui est recouvert
par la réunion d’une famille {Bj}j∈ J de pseudo-boules ouvertes de diamètres uniformément bornés,
c’est-à-dire il existe C > 0 tel que ∀j ∈ J , diamBj < C. Alors on peut extraire de la famille {Bj}j∈ J
une sous-famille finie ou infinie de pseudo-boules {Bk}k deux à deux disjointes telles que pour une
constante δ > 0 ne dépendant que des constantes de X, la suite dilatée {δBk}k recouvre E, où δBk

est une pseudo-boule de même centre que Bk et de rayon δ-fois plus grand.

Sur l’espace homogène (X, d, µ), soit f une fonction localement intégrable, c’est-à-dire intégrable
sur les pseudo-boules. On définit la fonction maximale de f par :

Mf(x) := sup
r>0

1
µ(B(x, r))

∫
B(x,r)

|f(y)|dµ(y).

Théorème 1.5.1. (Maximal de Hardy-Littlewood)[12]
Soit (X, d, µ) un espace homogène.Si M désigne l’opérateur maximal alors il existe une constante
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1.5. Rappels d’analyse harmonique

A1 > 0 indépandante de la mesure µ telle que pour tout f ∈ L1(X,µ) et pour tout α > 0 on a :

µ({x ∈ X : Mf(x) > α}) ≤ A1

α
‖f‖1.

C’est-à-dire que l’opérateur M est de type faible (1,1).

Définition 1.5.3. Soit (X, d, µ) un espace homogène. On dit qu’un noyau k est un a-noyau de
Carderón-Zygmund pour la pseudo-distance d si les conditions suivantes sont vérifiées :

(1) Il existe une constante c1 > 0 telle que pour tous x, y ∈ X on a : |k(x, y)| ≤ c1

(d(x, y))a ;

(2) Il existe des constantes δ, c2 et c3 telles que pour tous x, y et y0 ∈ X satisfaisant à l’inégalité
d(y, y0) ≤ c3d(x, y), on a :

|k(x, y)− k(x, y0)|+ |k(y, x)− k(y0, x)| ≤ c2
d(y, y0)δ
d(x, y)a+δ .

Si de plus, pour tous R1 et R2 avec 0 < R1 < R2 et tout x ∈ X, on a :
∫
R1<d(x,y)<R2

k(x, y)dµ(y) = 0 ;

alors on dit que k est un noyau singulier.

L’un des théorèmes fondamentaux en théorie des intégrales singulières est le théorème de Coifman-
Weiss qui s’énonce comme suit :

Théorème 1.5.2. (Coifman-Weiss)
Soit k ∈ L2(X ×X,µ⊗ µ) le noyau d’un opérateur intégral T vérifiant :

(1) T est de type (2, 2) sur L2.

(2) Il existe deux constantes c1 et c2 telles que pour tous y, y0 ∈ X on ait :
∫
d(y,y0)≤c1d(x,y)

|k(x, y)− k(x, y0)|dµ(x) < c2 .

Alors pour tout p, 1 ≤ p ≤ 2, il existe une constante Ap dépendant seulement de c1 et c2 telle que
pour tout f ∈ L2 ∩ Lp on ait : ‖Tf‖p ≤ Ap‖f‖p et pour p = 1, T est de type faible (1, 1).

Nous aurons aussi besoin du lemme de décomposition de Whitney extrait de l’ouvrage [5].

Lemme 1.5.2. (Décomposition de Whitney)
Soit (X, d, µ) un espace homogène. Soit O un ouvert strictement contenu dans X. Il existe deux
constantes positives N (N ∈ N) et δ ne dépendant que des constantes de X et une suite de pseudo-
boules Bj = B(xj, rj) telles que

(1) O =
⋃
j∈N

Bj ;

(2) Un point de O ne peut appartenir à plus de N pseudo-boules Bj ;

(3) Les pseudo-boules δBj rencontrent le complémentaire de O dans X.
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? ? Chapitre Deux ? ?

Espaces de Bergman dans le disque unité

Ce chapitre, au vu des objectifs à atteindre dans ce mémoire, est consacré à l’étude des espaces
de Bergman à poids dans le disque unité D par rapport à la mesure dAα(z) = (α+1)(1−|z|2)αdA(z)
où −1 < α < +∞, 1 ≤ p < +∞ et dA est la mesure de Lebesgue normalisée sur D. Ces espaces sont
des espaces de Banach, résultat qu’on obtient ici comme une conséquence de l’estimation, valide sur
les sous-ensembles compacts K de D et pour tout f ∈ H(D) :

sup
z∈K
|f(z)| ≤ CK,α‖f‖p, α où ‖f‖p, α =

(∫
D
|f(z)|pdAα(z)

)1/p

et CK,α est une constante positive ne dépendant que de K et α. Dans le cas p = 2, A2
α est un espace

de Hilbert à noyau reproduisant dont le noyau est donné par le noyau de Bergman que nous prendrons
soin de définir. Nous parlerons aussi du projecteur noté Pα de Bergman à poids dans le disque unité
qui n’est rien d’autre que la projection orthogonale de l’espace L2(D, dAα) sur le sous-espace A2

α.
Puis à la fin nous présentons les poids de Békollé Bonami. Il est important de mentionner que le
choix de α > −1 assure tout simplement que Apα 6= {0}.

2.1 Définition et propriétés

On désigne par C l’ensemble des nombres complexes. On dénote par

D := {z ∈ C |z| < 1} le disque ouvert de C

T := {z ∈ C |z| = 1} le cercle unité de C

H(D) est l’espace des fonctions holomorphes dans D.

On note dA la mesure de Lebesgue normalisée sur D. Plus précisement,

dA(z) = 1
π

dxdy = 1
π
rdrdθ où z = x+ iy = reiθ.
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2.1. Définition et propriétés

Pour −1 < α < +∞, nous notons dAα la mesure absolument continue par rapport à la mesure dA
définie par :

dAα(z) := (α + 1)(1− |z|2)αdA(z) = (α + 1)
π

(1− r2)αrdrdθ.

Définition 2.1.1. Soient 0 < p ≤ +∞ et −1 < α < +∞. On appelle espace de Bergman à
poids (relativement à la mesure dAα) dans le disque unité que l’on note Apα = Apα(D), l’ensemble des
fonctions holomorphes dans D qui sont dans Lp(D, dAα) c’est-à-dire :
• pour 0 < p < +∞

Apα :=
{
f ∈ H(D)

∫
D
|f(z)|pdAα(z) < +∞

}
;

• pour p = +∞, on écrit A∞α (D) = H∞(D) qui est tout simplement le sous-espace de H(D)
formé des fonctions bornées sur D.

Ainsi, pour 1 ≤ p < +∞ et pour f élément de Lp(D, dAα) on note par

‖f‖p, α :=
(∫

D
|f(z)|pdAα(z)

)1/p

la norme dans Lp(D, dAα) et pour f appartenant à L∞(D) on note par

‖f‖∞ = sup{|f(z)| : z ∈ D}.

Dans la suite, sauf mention contraire, on supposera que −1 < α < +∞ et 1 ≤ p < +∞.

Lemme 2.1.1. Si K est un compact de C contenu dans D, n un entier naturel, alors il existe une
constante strictement positive CK,α = C(K,n, p, α) ne dépendant que de K,n, p et α telle que pour
tout f élément de Apα :

sup
z∈K
|f (n)(z)| ≤ CK,α‖f‖p, α.

Preuve. K étant un compact de C contenu dans D alors nécessairement K ne rencontre pas la
frontière T de D. Par conséquent la distance entre K et T est non nulle. Si on considère R = R(K)
cette distance, alors R = R(K) > 0 et pour tout z dans K, le disque D(z,R) est contenu dans D.
En effet, si ξ ∈ D(z,R) et ξ /∈ D alors [z, ξ]∩T = {eiθ} ⊂ D(z, R). Donc, |z−eiθ| < R = inf{|z−eiθ| :
z ∈ K, eiθ ∈ T} ce qui est absurde. Soient z appartenant à K, f un élément de Apα et 0 < r < R.
D’après la Proposition 1.4.2 on a :

f (n)(z) = n!
2πrn

∫ 2π

0
f
(
z + reiθ

)
e−inθdθ. (2.1)

En multipliant les deux membres de (2.1) par la mesure (α+1)
π

(1− r2)αrdr puis en intégrant sur [0, R]
on obtient :

f (n)(z) = n!∫
D(z,R)

|w − z|ndAα(w)

∫
D(z,R)

f(w) |w − z|
n

(w − z)ndAα(w). (2.2)
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2.1. Définition et propriétés

En appliquant l’inégalité de Hölder au membre de droit de (2.2), on a

∣∣∣f (n)(z)
∣∣∣ ≤ n!∫

D(z,R)
|w − z|ndAα(w)

(∫
D(z,R)

|f(w)|pdAα(w)
) 1
p
(∫

D(z,R)
dAα(w)

)1− 1
p

≤ n!Aα (D(z,R))1− 1
p∫

D(z,R)
|w − z|ndAα(w)

‖f‖p, α.

Mais, du théorème de la continuité de Lebesgue (Théorème 1.1.4), on remarque que l’application

qui à z associe n!Aα (D(z, R))1− 1
p∫

D(z,R)
|w − z|ndAα(w)

est continue sur le compact K comme rapport de fonctions

continues avec un dénominateur qui ne s’annulle pas. Alors en prenant

CK,α = sup
z∈K

n!Aα (D(z, R))1− 1
p∫

D(z,R)
|w − z|ndAα(w)

,

on aboutit à l’inégalité
sup
z∈K
|f (n)(z)| ≤ CK,α‖f‖p, α.

�

Remarque 2.1.1. Pour n = 0 la relation (2.2) s’écrit :

f(z) = 1
Aα(D(z,R))

∫
D(z,R)

f(w)dAα(w) (2.3)

qui est la formule de la moyenne planaire sur le disque D(z,R).

Théorème 2.1.1. Pour tout p ≥ 1, Apα est un sous-espace fermé de Lp(D, dAα).

Preuve. Soit {fn}n une suite d’éléments de Apα qui converge dans Lp(D, dAα) vers un élément f .
D’après le Lemme 2.1.1, pour tout compact K de C contenu dans D et pour deux entiers naturels n
et m, on a :

sup
z∈K
|(fn − fm)(z)| ≤ CK,α‖fn − fm‖p, α.

Cette estimation montre que la convergence de la suite {fn}n dans Lp(D, dAα) entraîne qu’elle est
uniformément de Cauchy sur K. Ainsi, la suite {fn}n converge uniformément sur tout compact K
de C contenu dans D vers une fonction g holomorphe sur D. D’autre part, du fait que la suite {fn}n
converge vers f dans Lp(D, dAα), en vertu du Théorème 1.1.6, on peut extraire de cette suite une
sous-suite {fnk}k qui converge simplement vers f pour presque tout z dans D. L’unicité de la limite
entraîne que f = g presque partout sur D. L’analyticité de g entraîne que f = g sur D.
Ainsi, f est un élément de Apα, ce qui prouve que Apα est fermé dans Lp(D, dAα). De plus, il est facile
de vérifier que Apα est un sous-espace vectoriel de Lp(D, dAα). �

Corollaire 2.1.1. Pour p ≥ 1 Apα est un espace de Banach muni de la norme ‖ · ‖p, α.
Dans le cas p = 2, c’est un espace de Hilbert muni du produit scalaire usuel de L2(D, dAα).
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2.1. Définition et propriétés

Remarque 2.1.2. (1) Pour p = +∞, l’espace Apα est tout simplement réduit à H∞(D) qui est le
sous-espace des fonctions bornées de H(D). Muni de la norme ‖ ·‖∞, H∞(D) est un sous-espace
fermé de L∞(D) et donc aussi un espace de Banach.

(2) Apα étant un sous-espace fermé dans l’espace Lp(D, dAα) qui est séparable, alors Apα est aussi
séparable.

Proposition 2.1.1. Lorsque α ≤ −1 on que Apα(D) = {0}.

Preuve. Supposons fonction f 6= 0 telle que f ∈ Apα(D) alors 0 est zéro un isolé de f. Donc, la
factorisation implique qu’il existe m ∈ N tel que f(z) = zmg(z) où g est une fonction g ∈ H(D),
g(0) 6= 0. Nous affirmons que g ∈ Apα. En effet, il est évident que |g|p est intégrable sur le compact
D(0, 1/2) ainsi,

∫
D
|g(z)|pdAα(z) =

∫
D(0,1/2)

|g(z)|pdAα(z) +
∫

1/2≤|z|≤1
|g(z)|pdAα(z)

=
∫
D(0,1/2)

|g(z)|pdAα(z) +
∫

1/2≤|z|≤1
|z|−mp|f(z)|pdAα(z)

≤
∫
D(0,1/2)

|g(z)|pdAα(z) + ‖f‖p,α(1/2)−mp < +∞.

Par conséquent g ∈ Apα et g(0) 6= 0. Par ailleurs comme g est holomorphe sur D la propriété de la
moyenne planaire mentionnée dans la relation (2.3) et l’inégalité de Hölder entraînent que tout r < 1
on a

|g(0)| = 1
|D(0, r)|α

∣∣∣∣∣
∫
D(0,r)

g(z)dAα(z)
∣∣∣∣∣

≤ |D(0, r)|−1/p
α ‖g‖p,α

Compte tenus du fait que dAα(z) = α+1
π
ρ(1− ρ2)αdρdθ et en raison du fait α ≤ −1 on vérifie que

|D(0, r)|−1/p
α = π

(
1− (1− r2)α+1

)−1/p
→ 0 lorsque r 7→ 1−.

Donc, |g(0)| = 0 ce qui contredit le fait que 0g(0) 6= 0 nécessairement on a f = 0 et on a le résultat
escompter. �

Dans certaines applications, on a souvent besoin d’approximer les fonctions de Apα par de bonnes
fonctions. Le résultat qui suit nous offre deux possibilités pour le faire.

Proposition 2.1.2. Soient f une fonction holomorphe sur D et 0 < r < 1. On définit la fonction
fr par fr(z) = f(rz) ( fr est définie sur le disque D

(
0, 1

r

)
). Soit 1 ≤ p < +∞.

(1) Pour tout f dans Apα,
‖fr − f‖p, α −→ 0 quand r −→ 1−. (2.4)

(2) Pour tout f dans Apα , il existe une suite {Pn}n de polynômes holomorphes telle que

‖Pn − f‖p, α −→ 0 quand n −→ +∞. (2.5)

Ce qui montre que l’ensemble des polynômes holomorphes est dense dans Apα.
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2.1. Définition et propriétés

Preuve. (1) Soit f appartenant à Apα. Soient 0 < r, δ < 1. Pour tout w dans D, on a :
χδD(w)|f(w)|p ≤ |f(w)|p et χδD(w)|f(w)|p −→ |f(w)|p lorsque δ −→ 1− où χδD désigne la
fonction caractéristique de δD. En appliquant le théorème de la convergence dominée, on obtient

lim
δ→1−

∫
δD
|f(w)|pdAα(w) = lim

δ→1−

∫
D
χδD|f(w)|pdAα(w)

=
∫
D
|f(w)|pdAα(w).

D’où
lim
δ→1−

∫
δ<|w|<1

|f(w)|pdAα(w) = 0.

Ainsi, pour ε > 0, il existe 0 < δ0 < 1 tel que
∫
δ0<|w|<1

|fr(w)− f(w)|pdAα(w) <
(
ε

2

)p
. (2.6)

La fonction fr− f étant continue sur le compact D(0, δ0), elle y est bornée. De plus, pour tout
w ∈ D(0, δ0),

|fr(w)− f(w)| ≤ 2 sup
z∈D(0,δ0)

|f(z)| et fr(w) −→ f(w) quand r −→ 1−.

En utilisant de nouveau le théorème de la convergence dominée, on a :

lim
r→1−

∫
D(0,δ0)

|fr(w)− f(w)|pdAα(w) = 0.

Ainsi, il existe 0 < r0 < 1 tel que pour tout r0 < r < 1
∫
D(0,δ0)

|fr(w)− f(w)|pdAα(w) <
(
ε

2

)p
. (2.7)

Soit r0 < r < 1. De (2.6) et (2.7), on a

‖fr − f‖p, α ≤
(∫

0<|w|<δ0
|fr(w)− f(w)|pdAα(w)

) 1
p

+
(∫

δ0<|w|<1
|fr(w)− f(w)|pdAα(w)

) 1
p

< ε.

D’où ‖fr − f‖p, α −→ 0 quand r −→ 1−.

(2) Soit f un élément de Apα. Soit ε > 0. Alors d’après (2.4) on peut trouver r ∈]0, 1[ tel que

‖fr − f‖p, α <
ε

2 . (2.8)

Comme fr est holomorphe sur D
(
0, 1

r

)
, alors on peut écrire :

fr(z) =
+∞∑
n=0

anz
n où an = f (n)

r (0)
n! .
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2.1. Définition et propriétés

Si on considère {Pn}n la suite des sommes partielles de cette série alors, des inégalités de
Cauchy,(voir Corollaire 1.4.1) elle converge uniformément sur D vers fr, puisque D est un
compact contenu dans D

(
0, 1

r

)
. Ainsi, il existe un rang à partir duquel on a :

sup
z∈D
|Pn(z)− fr(z)| < ε

2 . (2.9)

Par conséquent, de (2.8) et (2.9), pour n assez grand, on a :

‖Pn − f‖p, α ≤ ‖Pn − fr‖p, α + ‖fr − f‖p, α <
ε

2 + ε

2 = ε,

puisque (2.8) entraîne que

(∫
D
|fr(z)− Pn(z)|pdAα(z)

) 1
p

≤ sup
z∈D
|Pn(z)− fr(z)| < ε

2 .

�

Intéressons-nous à présent à la structure hilbertienne de l’espace A2
α. On rappelle que le produit

scalaire de A2
α est défini pour deux éléments f et g de A2

α par :

〈f, g〉α =
∫
D
f(z)g(z)dAα(z).

Notons aussi que A2
α étant un sous-espace fermé de l’espace de Hilbert L2(D, dAα) qui est séparable.

Il suit donc que l’espace A2
α est aussi séparable. En vertu de la Proposition 1.1.1, il en découle que

A2
α possède une base hilbertienne dénombrable. La Proposition ci-après nous en donne un exemple

pour cet espace.

Proposition 2.1.3. La famille {en}n d’éléments de L2(D, dAα), définie pour z ∈ D et un entier
naturel n par :

en(z) :=

√√√√Γ(n+ 2 + α)
n!Γ(2 + α) zn

est une base hilbertienne de A2
α.

Preuve : Chaque en est un monôme holomorphe et donc la famille {en}n est contenue dans A2
α.

Soient n et m deux entiers naturels. Le passage en coordonnées polaires entraîne :

〈zn, zm〉α = (α + 1)
π

(∫ 2π

0
ei(n−m)θdθ

)(∫ 1

0
rn+m+1(1− r2)αdr

)

=

 (α + 1)β(n+ 1, α + 1) si n = m

0 si n 6= m

où la dernière égalité s’obtient en effectuant le changement de variables ρ = r2. Mais,

(α + 1)β(n+ 1, α + 1) = n!Γ(2 + α)
Γ(n+ 2 + α) .

Ainsi, 〈en, em〉α = δn,m (où δn,m désigne le symbole de Kronecker de n et m). Il en résulte que la
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2.2. Noyau de Bergman

famille {en}n est un système orthonormé de A2
α. Si f est un élément de A2

α alors l’analyticité de f
entraîne que pour z ∈ D on peut écrire :

f(z) =
+∞∑
n=0

anz
n ou f(z) =

∑
bnen(z) avec bn =

√√√√ n!Γ(2 + α)
Γ(n+ 2 + α)an.

Il est important de signaler que la convergence de la série de fonctions ci-dessus est uniforme sur les
compacts de D. Si on considère {fn}n la suite des sommes partielles de cette série de fonctions alors,
la convergence uniforme sur les compacts de D entraîne que :

‖f‖2
2, α = lim

n→+∞

∫
D
|fn(z)|2dAα(z) = lim

n→+∞

∥∥∥∥∥
n∑

m=0
bmem

∥∥∥∥∥
2

2, α

= lim
n→+∞

n∑
m=0
|bm|2 =

+∞∑
n=0

n!Γ(2 + α)
Γ(n+ 2 + α) |an|

2.

Ce qui prouve que la série numérique
+∞∑
n=0

n!Γ(2 + α)
Γ(n+ 2 + α) |an|

2 est convergente. De plus, la quantité

‖fn − f‖2
2,α est le reste d’ordre n de la série

+∞∑
n=0

n!Γ(2 + α)
Γ(n+ 2 + α) |an|

2. D’où ‖fn − f‖2
2,α −→ 0 quand

n −→ +∞. Ce qui prouve la densité du sous-espace engendré par la famille {en}n. On en déduit que
la famille {en}n est une base hilbertienne de A2

α. �

Proposition 2.1.4. Pour tous 1 ≤ p, q < +∞ tels que q < p on a : Apα ⊂ Aqα,

Preuve. Soit f un élément de Apα. En remarquant que la mesure de D vaut Aα(D) = 1 et p
q
> 1,

par application de l’inégalité de Hölder on obtient :

∫
D
|f(z)|qdAα(z) =

∫
D

(|f(z)|p)
q
p dAα(z) ≤

(∫
D
|f(z)|pdAα(z)

)q/p
= ‖f‖qp, α.

Ce qui prouve que f appartient à Aqα et on a même ‖f‖q, α ≤ ‖f‖p, α.

�

2.2 Noyau de Bergman

Proposition 2.2.1. Soit z un élément fixé de D. Si on considère la forme linéaire φz qui à une
fonction f ∈ A2

α associe f(z), alors φz est continue sur A2
α et il existe un unique kαz appartenant à

A2
α tel que f(z) = 〈f, kαz 〉α pour tout f ∈ A2

α.

Preuve. En considérant le compact K = {z}, par application du Lemme 2.1.1 il suit immédiatement
que |φz(f)| = |f(z)| ≤ CK,α‖f‖2, α pour tout f appartenant à A2

α. Ce qui prouve la continuité de φz.
L’existence et l’unicité de kαz découle du théorème de représentation de Riesz. �

Définition 2.2.1. On appelle noyau de Bergman à poids dans le disque unité relativement à l’espace
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2.2. Noyau de Bergman

A2
α la fonction

Kα : D× D −→ C

(z, w) 7−→ Kα(z, w) = kαz (w).

Cette fonction joue un rôle important dans la théorie des espaces de Bergman.

Remarque 2.2.1. Le noyau de Bergman Kα reproduit tous les éléments de A2
α en ce sens que pour

tout f appartenant à A2
α on a :

f(z) =
∫
D
f(w)Kα(z, w)dAα(w) pour tout z ∈ D . (2.10)

Théorème 2.2.1. (Caractérisation du noyau de Bergman)
Le noyau de Bergman Kα est la seule fonction définie dans D× D telle que :

(1) Pour tout w ∈ D, la fonction z 7−→ Kα(z, w) est une fonction de A2
α.

(2) Pour tous z, w ∈ D, Kα(z, w) = Kα(w, z).

(3) Kα reproduit tout élément de A2
α au sens (2.10).

Preuve. De ce qui précède, Kα vérifie les propriétés (1) et (3). Soient z et w deux éléments de D.
Comme kαz est un élément de A2

α, alors en appliquant (2.10) on a

kαz (w) =
∫
D
kαz (v)Kα(w, v)dAα(v)

=
∫
D
Kα(z, v)kαw(v)dAα(v)

=
∫
D
kαw(v)Kα(z, v)dAα(v)

= kαw(z) .

Ce qui entraîne que Kα(z, w) = Kα(w, z) ce qui prouve que (2) est vérifié.
Considérons à présent ϕ une autre fonction définie sur D× D vérifiant les propriétés (1), (2) et (3).
Soient z, w deux éléments de D. ϕ(·, w) étant un élément de A2

α et Kα reproduisant les éléments de
A2
α, alors on obtient

ϕ(z, w) =
∫
D
ϕ(v, w)Kα(z, v)dAα(v)

=
∫
D
kαz (v)ϕ(w, v)dAα(v)

= kαz (w)

= Kα(z, w)

où la deuxième égalité découle de la propriété (2) et la troisième vient du fait que kαz est un élément
de A2

α et que ϕ reproduit les éléments de A2
α. On en déduit donc l’unicité de Kα. �

Corollaire 2.2.1. Le noyau de Bergman Kα(z, w) est holomorphe en z et antiholomorphe en w.
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2.2. Noyau de Bergman

Proposition 2.2.2. Si la famille {ϕn}+∞
n=0 est une base hilbertienne de A2

α, alors la série de fonctions

définie pour z, w appartenant à D par
+∞∑
n=0

ϕn(z)ϕn(w) converge uniformément sur les compacts de D×

D et sa somme est indépendante de la base hilbertienne choisie. De plus, elle converge uniformément
sur les compacts de D× D vers le noyau de Bergman.

Preuve. Soit K un compact de C contenu dans D. Soient f un élément de A2
α et w appartenant à

D. D’après l’identité de Parseval-Bessel, on a :

f(w) =
+∞∑
n=0
〈f, ϕn〉αϕn(w) , (2.11)

‖f‖2
2, α =

+∞∑
n=0
|〈f, ϕn〉α|2 . (2.12)

Ce qui montre que la connaissance d’un élément f de A2
α est entièrement déterminé par la connais-

sance d’une suite complexe {an}n à carrés sommables (c’est-à-dire une suite telle que
+∞∑
n=0
|an|2 < +∞).

Par ailleurs (+∞∑
n=0
|ϕn(w)|2

)1/2

= sup
{∣∣∣∑ anϕn(w)

∣∣∣ , +∞∑
n=0
|an|2 = 1

}
.

On aboutit donc aux relations :

sup


(+∞∑
n=0
|ϕn(w)|2

)1/2

; w ∈ K

 = sup
{∣∣∣∑ anϕn(w)

∣∣∣ w ∈ K,
+∞∑
n=0
|an|2 = 1

}

= sup
{
|f(w)| : w ∈ K , ‖f‖A2

α
= 1

}
≤ CK,α

où la deuxième égalité est une conséquence des relations (2.11) , (2.12) et la remarque ci-dessus.
Puis la dernière inégalité est une conséquence du Lemme 2.1.1. Il vient donc que si z et w sont deux
éléments quelconques de K, alors d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz on a

∣∣∣∣∣
+∞∑
n=0

ϕn(z)ϕn(w)
∣∣∣∣∣ ≤

(+∞∑
n=0
|ϕn(w)|2

)1/2 (+∞∑
n=0
|ϕn(w)|2

)1/2

≤ C2
K,α .

Ceci prouve que la série
+∞∑
n=0

ϕn(z)ϕn(w) converge uniformément sur les compacts de D× D.

Considérons donc ϕ la fonction qui à (z, w) ∈ D× D associe ϕ(z, w) =
+∞∑
n=0

ϕn(z)ϕn(w).

(1) Soit w ∈ D. Chaque ϕn étant une fonction holomorphe, d’après le Théorème 1.4.2, la conver-
gence uniforme sur les compacts de D entraîne que ϕ(·, w) est holomorphe sur D.
Par ailleurs, en considérant K = {w} alors, de l’identité de Parsseval-Bessel et de la dernière
estimation ci-dessus on obtient :

‖ϕ(·, w)‖2
2, α =

+∞∑
n=0
|ϕn(w)|2 < C2

K,α < +∞ .

Ainsi, ϕ(·, w) est un élément de A2
α.
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2.2. Noyau de Bergman

(2) Pour z et w appartenant à D on a : ϕ(z, w) = ϕ(w, z).
(3) De plus, pour f appartenant à A2

α, d’après (2.11), on a pour z ∈ D :

f(z) =
+∞∑
n=0
〈f, ϕn〉αϕn(z) =

〈
f,

+∞∑
n=0

ϕn(·)ϕn(z)
〉
α

=
∫
D
f(w)

+∞∑
n=0

ϕn(z)ϕn(w)dAα(w) =
∫
D
f(w)ϕ(z, w)dAα(w).

Où le passage de la première à la deuxième égalité se justifie par un argument de convergence

uniforme sur les compacts de D de la série de fonctions
+∞∑
n=0

ϕn(·)ϕn(z). Ainsi, ϕ reproduit tous

les éléments de A2
α. En vertu du Théorème 2.2.1 on déduit que Kα(z, w) = ϕ(z, w) et donc la

série
+∞∑
n=0

ϕn(z)ϕn(w) converge uniformément sur les compacts de D×D vers le noyau de Bergman.�

Corollaire 2.2.2. Le noyau de Bergman à poids dans le disque unité est défini pour z, w ∈ D par

Kα(z, w) = 1
(1− wz)2+α .

De plus,
‖kαw‖2, α = 1

(1− |w|2) 2+α
2
.

Preuve. Considérons {en}+∞
n=0 la base hilbertienne définie à la Proposition 2.1.2. En utilisant la

Proposition 2.2.2 et l’alinéa (6) de la Propriété 1.4.1 on a :

Kα(z, w) =
+∞∑
n=0

Γ(n+ 2 + α)
n!Γ(2 + α) (wz)n = 1

(1− wz)2+α .

Si w est un élément de D, de la formule de reproduction (2.10) on a : kαw(w) = 〈kαw, kαw〉α. En d’autres
termes,

‖kαw‖2
2, α = 1

(1− |w|2)2+α .

D’où
‖kαw‖2, α = 1

(1− |w|2) 2+α
2

.

�

Nous avons vu que la formule de reproduction du noyau de Bergman dans le disque unité était
effective pour les éléments de A2

α. Qu’en est-il de ceux de Apα ? Tout d’abord, signalons que pour z
appartenant à D, l’application ϕz interchangeant 0 et z et qui à w ∈ D associe

ϕz(w) = z − w
1− zw

est biholomorphe de D dans D ( on dit qu’une telle application est un automorphisme de D) et
vérifient les propriétés ci-après :

Proposition 2.2.3. Soient z et w deux éléments de D. On a :
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2.2. Noyau de Bergman

(1) ϕ−1
z (w) = ϕz(w).

(2) Le jacobien réel de ϕz |ϕ′z(w)|2 = (1− |z|2)2

|1− zw|4 .

(3) 1− |ϕz(w)|2 = (1− |z|2)(1− |w|2)
|1− zw|2 .

Preuve. On a :

(1)

ϕz ◦ ϕz(w) =
z − z − w

1− zw
1− z z − w1− zw

= z − w|z|2 − z + w

1− zw − |z|2 + zw
= w.

(2)

ϕ′z(w) =
(
z − w
1− zw

)′
= −(1− zw) + z(z − w)

(1− zw)2 = −1 + |z|2
(1− zw)2 .

D’où
|ϕ′z(w)|2 = (1− |z|2)2

|1− zw|4 .

(3)

1− |ϕz(w)|2 = 1− |z − w|
2

|1− zw|2

= (1− zw)(1− zw)− (z − w)(z − w)
|1− zw|2

= 1− |w|2 − |z|2 + |z|2|w|2
|1− zw|2

= (1− |z|2)(1− |w|2)
|1− zw|2 .

�

Proposition 2.2.4. Le noyau de Bergman reproduit tous les éléments de A1
α au sens (2.10). C’est-

à-dire pour tout f ∈ A1
α.

f(z) =
∫
D

f(w)
(1− zw)2+αdAα(w) pour tout z ∈ D .

De plus, si f ∈ H(D), la convergence de l’intégrale du membre suffit pour avoir l’égalité.

Preuve. Pour f pris dans A1
α, de la formule de la moyenne planaire (2.3) sur le disque D,

f(0) =
∫
D
f(w)dAα(w) . (2.13)

Soit z ∈ D, en remplaçant f far f◦ϕz dans la relation (2.13), en effectuant un changement de variables
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2.3. Projecteur de Bergman dans le disque unité

et en appliquant respectivement les alinéas (1), (2) et (3) de la Proposition 2.2.3, on obtient :

f ◦ ϕz(0) =
∫
D
f(ϕz(w))dAα(w)

= (α + 1)
∫
D
f(ϕz(w))(1− |ϕz ◦ ϕz(w)|2)αdA(w)

= (α + 1)
∫
D
f(w)(1− |ϕz(w)|2)α|ϕ′z(w)|2dA(w)

= (α + 1)
∫
D
f(w)

(
(1− |z|2)(1− |w|2)

|1− zw|2

)α ((1− |z|2)2

|1− zw|4

)
dA(w).

D’où
f(z) = (1− |z|2)2+α

∫
D

f(w)
(1− wz)2+α(1− zw)2+αdAα(w) . (2.14)

En remplaçant de nouveau f par l’application qui à w ∈ D associe (1− wz)2+αf(w) dans (2.14), on
obtient alors la formule de reproduction :

f(z) =
∫
D

f(w)
(1− zw)2+αdAα(w).

De plus, l’on constate que la convergence du membre de droite suffit pour qu’on ait l’égalité. �

Remarque 2.2.2. (1) Étant donné que Apα ⊆ A1
α,avec p ≥ 1 alors l’on déduit que le noyau de

Bergman reproduit tout élément de Apα au sens (2.10).

(2) Une autre preuve de la Proposition 2.2.4 s’obtient à travers le fait que A2
α est dense dans A1

α

(voir Proposition 2.1.2) comme conséquence de la densité de A2
α dans A1

α et du théorème de la
convergence dominée.

2.3 Projecteur de Bergman dans le disque unité

Définition 2.3.1. Le projecteur de Bergman à poids dans le disque unité relatif à la mesure dAα
noté Pα, est la projection orthogonale de l’espace L2(D, dAα) sur le sous-espace fermé A2

α.

Proposition 2.3.1. Le projecteur de Bergman Pα est un opérateur intégral donc le noyau est le
noyau de Bergman. Plus précisément pour f ∈ L2(D, dAα) :

Pαf(z) =
∫
D

f(w)
(1− zw)2+αdAα(w) pour tout z ∈ D . (2.15)

Preuve. Soient f un élément de L2(D, dAα) et z appartenant à D. Pα étant la projection orthogonale
de L2(D, dAα) sur A2

α, alors Pαf appartient à A2
α et Pαf − f est dans l’orthogonal de A2

α. La formule
de reproduction entraîne que Pαf(z) = 〈Pαf, kαz 〉α.

kαz et Pαf − f étant orthogonaux, on a la relation 〈Pαf, kαz 〉α = 〈f, kαz 〉α. Ainsi,
Pαf(z) = 〈Pαf, kαz 〉α = 〈f, kαz 〉α c’est-à-dire

Pαf(z) =
∫
D

f(w)
(1− zw)2+αdAα(w) .
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2.4. Classes (Bp,α) (1 ≤ p ≤ +∞) de Békollé-Bonami et ses propriétés

�

On montre dans [14] que le projeceur de Bergman est de type (p, p) sur Lp(D, dAα) pour
1 < p < +∞. Dans le paragraphe qui suit présentons les fonctions localements intégrables et positives
ω pour lesquelles le projecteur de Bergman est de type (p, p) sur Lp(D, ωdAα) pour 1 < p < +∞ et
de type (1, 1) sur L1(D, ωdAα) il s’agit de la classe de Békollé-Bonami.

2.4 Classes (Bp,α) (1 ≤ p ≤ +∞) de Békollé-Bonami et ses
propriétés

Nous présentons dans cette partie la classe (Bp,α) de Békollé-Bonami relative à l’espace de nature
homogène (D, d, dAα) qui est définie par analogie à celle (Ap,α) de Muckenhoupt. Pour le faire, nous
introduisons la distance d définie sur D×D de la manière suivante : d(0, 0) = 0, pour z, ξ ∈ D \ {0},
d(z, ξ) = ||z| − |ξ|| + |eiθ − eiϕ| et d(z, 0) = d(0, z) = |z| + |1 − eiθ|, où z = |z|eiθ et ξ = |ξ|eiϕ. Sauf
mention contraire, les boules considérées seront désormais relatives à cette distance.

2.4.1 Classe (Bp,α) de Békollé-Bonami : Cas 1 ≤ p < +∞

Tout d’abord, rappelons la définition de la classe (Ap,α) de Muckenhoupt relative à l’espace
homogène (D, d, dAα).

Définition 2.4.1. Soient 1 ≤ p < +∞ et ω un poids sur D. On dit que ω (ou que la mesure ωdAα)
appartient à la classe (Ap,α) de Muckenhoupt lorsque :

Ap,α(ω) := sup |B|ω,α
|B|α

(
|B|ω1−p′ ,α

|B|α

)p−1

< +∞ si p 6= 1

le sup portant sur toutes les boules de (D, d, dAα) ; ou

A1,α(ω) := sup
z∈D

ω−1(z)Mαω(z) < +∞ si p = 1.

Avec Mα désignant la fonction maximale de Hardy-Littlewood (non centrée) qui à une fonction

mesurable f associe Mαf(z) = sup
B

1B(z)
|B|α

∫
B
|f(ξ)|dAα(ξ) , z ∈ D, le sup portant également sur

toutes les boules de (D, d, dAα).

Lemme 2.4.1. Soient ξ ∈ D et r > 0, si on muni C de la topologie usuelle, alors la boule B(ξ, r)
touche la frontière de D (cercle unité) si et seulement si r ≥ 1− |ξ|.

Preuve. Soit z appartenant à l’adhérence de B(ξ, r) dans C et qui est sur la frontière de D alors
|z| = 1 et d(ξ, z) ≤ r. Donc pour ξ 6= 0 (ξ = |ξ|eiθ), d(ξ, z) = 1− |ξ|+ |eiθ − z| ≤ r et pour ξ = 0 on
a d(0, z) = 1 + |1− z| ≤ r. Dans les deux cas 1− |ξ| ≤ r.
Réciproquement, si on suppose que 1 − |ξ| ≤ r ; pour un entier naturel n tel que n >

r

1− |ξ| , on
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pose zn = n− r
n

eiθ avec ξ = |ξ|eiθ si ξ 6= 0 et zn = n− r
n

si ξ = 0. Alors dans le cas ξ 6= 0 on a

d(ξ, zn) = 1−|ξ|− r

n
≤ r− r

n
< r (1−|ξ| ≤ r) et dans le cas ξ = 0, d(0, zn) = n− r

n
< 1 ≤ r (1 ≤ r).

Dans tous les cas d(ξ, zn) < r c’est-à-dire zn ∈ B(ξ, r). Par contre, si ξ 6= 0, alors |zn− eiθ| = r

n
−→ 0

quand n −→ +∞. Donc eiθ est limite dans C d’une suite de points de B(ξ, r). Si ξ = 0 alors
|zn − 1| = r

n
−→ 0 quand n −→ +∞ et donc 1 est aussi limite dans C d’une suite de points de

B(0, r). Dans tous les cas, si 1− |ξ| ≤ r alors la boule B(ξ, r) touche le bord de D. �

Nous désignons par B la collection de toutes les boules qui touchent le bord de D.

Définition 2.4.2. Soient 1 ≤ p < +∞ et ω un poids sur D. On dit que ω (ou que la mesure ωdAα)
appartient à la classe (Bp,α) de Békollé-Bonami lorsque :

Bp,α(ω) := sup
B∈B

|B|ω,α
|B|α

(
|B|ω1−p′ ,α

|B|α

)p−1

< +∞ si p 6= 1 ou

B1,α(ω) := sup
z∈D

ω−1(z)mαω(z) < +∞ si p = 1

avec mα qui désigne la fonction maximale (non centrée) définie pour une fonction f intégrable par

mαf(z) = sup
B∈B

1B(z)
|B|α

∫
|f(ξ)|dAα(ξ) , z ∈ D.

Remarque 2.4.1.

(1) Il découle des définitions 2.4.1 et 2.4.2 que la classe (Bp,α) est plus grande que la classe (Ap,α)
(1 ≤ p < +∞). De plus, Bp,α(ω) ≤ Ap,α(ω) si ω ∈ (Ap,α).

(2) Les conditions d’appartenance à la classe (Ap,α) de Muckenhoupt diffèrent de celles de la classe
(Bp,α) de Békollé-Bonami par les conditions à la frontière de D.

Proposition 2.4.1. Soient 1 < p < +∞ et ω un poids sur D. Alors, ω appartient à la classe (Bp,α)
si et seulement s’il existe une constante C positive telle que pour toute fonction f positive localement
intégrable et pour tout B ∈ B, on a :

(
1
|B|α

∫
B
f(z)dAα(z)

)p
≤ C

|B|ω,α

∫
B
fp(z)ω(z)dAα(z).

Preuve. Soient B ∈ B et p′ le conjugué de p. Si ω ∈ (Bp,α) alors, en utilisant l’inégalité de Hölder
on a (

1
|B|α

∫
B
f(z)dAα(z)

)p
=

(
1
|B|α

∫
B
f(z)ω1/p(z)ω−1/p(z)dAα(z)

)p

≤
(

1
|B|α

∫
B
ω−p

′/p(z)dAα(z)
)p/p′ ( 1

|B|α

∫
B
fp(z)ω(z)dAα(z)

)

En observant que −p′/p = 1− p et p/p′ = p− 1 il suit que :

(
1
|B|α

∫
B
f(z)dAα(z)

)p
≤ |B|ω,α
|B|α

(
|B|ω1−p′ ,α

|B|α

)p−1 ( 1
|B|ω,α

∫
B
fp(z)ω(z)dAα(z)

)
. (2.16)

Mémoire de MASTER: Estimations optimales pour le projecteur

de BERGMAN dans le disque unité

28 FOGHEM GOUNOUE Guy Fabrice c© UY1 2014



2.4. Classes (Bp,α) (1 ≤ p ≤ +∞) de Békollé-Bonami et ses propriétés

Par conséquent on obtient :
(

1
|B|α

∫
B
f(z)dAα(z)

)p
≤ Bp,α(ω)
|B|ω,α

∫
B
fp(z)ω(z)dAα(z). (2.17)

Prendre C = Bp,α(ω).

Réciproquement, supposons qu’il existe une constante C > 0 telle que pour toute fonction f

localement intégrable et positive et toute boule B ∈ B l’inégalité (2.16) est vérifiée. En particulier

pour n ∈ N, si on considère fn =
(
ω + 1

2n
)1−p′

, on a fpn =
(
ω + 1

2n
)−p′

et

(
1
|B|α

∫
B
fndAα

)p
≤ C

|B|ω,α

∫
B
fpnωdAα ≤

C

|B|ω,α

∫
B

(
ω + 1

2n
)−p′

ωdAα.

Alors en remarquant que fn =
(
ω + 1

2n
)1−p′

≥ ω
(
ω + 1

2n
)−p′

, cela entraîne

|B|ω,α
|B|pα

(∫
B

(
ω + 1

2n
)−p′

ωdAα
)p−1

≤ C.

En faisant tendre n vers +∞ et en utilisant le théorème de Beppo-Levi pour la suite croissante de

fonctions mesurables positives gn =
(
ω + 1

2n
)−p′

on déduit que

|B|ω,α
|B|α

(
|B|ω1−p′ ,α

|B|α

)p−1

≤ C

B étant arbitraire, il en résulte que ω appartient à la classe (Bp,α). �

Propriété 2.4.1. Soit 1 < p < +∞.

(1) Pour tout ω appartenant à la classe (Bp,α), Bp,α(ω) ≥ 1.

(2) ω ∈ (Bp,α) si et seulement si ω1−p′ ∈ (Bp′,α). De plus, [Bp,α(ω)]p
′−1 = Bp′,α(ω1−p′).

(3) Pour tous p1 et p2 tels que 1 < p1 < p2 < +∞, Bp2,α(ω) ≤ Bp1,α(ω) c’est-à-dire (Bp1,α) est
contenue dans (Bp2,α).

(4) La classe (B1,α) est contenue dans la classe (Bp,α) et on a Bp,α(ω) ≤ [B1,α(ω)]p.

(5) On suppose que 1 ≤ p < +∞ et que ω ∈ (Bp,α) et que B ∈ B alors il existe une constante
δ > 0 indépendante de ω telle que

|2B|ω,α ≤ Bp,α(ω)δp|B|ω,α. (2.18)

L’inégalité (2.18) reste valable pour toute boule lorsque ω ∈ (Ap,α).

Preuve. (1) Soit B ∈ B. Compte tenu du fait que p
p′

= p− 1 et p′

p
= p′− 1, alors de l’inégalité de
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2.4. Classes (Bp,α) (1 ≤ p ≤ +∞) de Békollé-Bonami et ses propriétés

Hölder on a

1 =
(

1
|B|α

∫
ω1/p(z)ω−1/p(z)dAα(z)

)p

≤
(

1
|B|α

∫
B
ω(z)dAα(z)

)(
1
|B|α

∫
B
ω−p

′/p(z)dAα(z)
)p/p′

= |B|ω,α
|B|α

(
|B|ω1−p′ ,α

|B|α

)p−1

≤ Bp,α(ω).

(2) Soit ω ∈ (Bp,α), on pose σ = ω1−p′ . Comme p

p′
= p− 1 , p

′

p
= p′− 1 et (p′− 1)(p− 1) = 1 alors

on obtient

[Bp,α(ω)]p
′−1 = sup

B∈B

( |B|ω,α
|B|α

) 1
p−1 |B|ω1−p′ ,α

|B|α

 = sup
B∈B

|B|σ,α
|B|α

(
|B|σ1−p,α

|B|α

)p′−1

= Bp′,α(ω1−p′).

(3) Posons qj = p′j
pj

= 1
pj−1 = p′j − 1, j = 1, 2. Comme p1 < p2 alors on a q1 > q2

(
q1
q2
> 1

)
. Soient

ω ∈ (Bp1,α) et B ∈ B l’inégalité de Hölder entraîne que :

∫
B

1 · ω−q2(z)dAα(z) ≤
(∫

B
ω−q1(z)dAα(z)

)q2/q1

|B|
1− q2

q1
α ,

d’où (
1
|B|α

∫
B
ω−q2(z)dAα(z)

) 1
q2
≤
(

1
|B|α

∫
B
ω−q1(z)dAα(z)

) 1
q1
.

C’est-à-dire que
 |B|ω1−p′2 ,α

|B|α

p2−1

≤

 |B|ω1−p′1 ,α

|B|α

p1−1

≤ |B|α
|B|ω,α

Bp1,α(ω)

ou encore
|B|ω,α
|B|α

 |B|ω1−p′2 ,α

|B|α

p2−1

≤ Bp1,α(ω).

Il s’ensuit que Bp2,α(ω) ≤ Bp1,α(ω) et donc ω ∈ (Bp2,α).

(4) Soient B ∈ B et ω ∈ (B1,α) alors l’appartenance à la classe (B1,α) entraîne que quel que soit

z ∈ D : ω1−p′(z)
(
|B|ω,α
|B|α

)p′
1B(z) ≤ [B1,α(ω)]p

′
ω(z)1B(z). Par intégration sur les deux membres

de cette inégalité on a
|B|ω1−p′ ,α

|B|α

(
|B|ω,α
|B|α

)p′−1

≤ [B1,α(ω)]p
′
.

Puis en observant que p = p′(p− 1) et (p− 1)(p′ − 1) = 1 on obtient finalement

|B|ω,α
|B|α

(
|B|ω1−p′ ,α

|B|α

)p−1

≤ [B1,α(ω)]p .

D’où Bp,α(ω) ≤ [B1,α(ω)]p. Ce qui prouve que (B1,α) ⊆ (Bp,α) et B1,α(ω) ≥ 1 puisque
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2.4. Classes (Bp,α) (1 ≤ p ≤ +∞) de Békollé-Bonami et ses propriétés

Bp,α(ω) ≥ 1.

(5) En appliquant l’inégalité (2.17) où l’on remplace B par 2B et f par 1B avec B ∈ B on obtient
(
|B|α
|2B|α

)p
≤ Bp,α(ω)

(
|B|ω,α
|2B|ω,α

)
.

Comme la mesure dAα est doublante, il existe δ > 0 tel que |2B|α ≤ δ|B|α. Ainsi on a
|2B|ω,α ≤ Bp,α(ω)δp|B|ω,α.
On suppose maintenant que p = 1, B ∈ B alors la condition d’appartenance à la classe (B1,α)

entraîne que quelque soit z ∈ D, 12B(z) |2B|ω,α
|2B|α

≤ ω(z)B1,α(ω) et intégrant cette inégalité sur

B on aboutit à |2B|ω,α
|B|ω,α

≤ |2B|α
|B|α

B1,α(ω) ≤ δB1,α(ω). On a donc aussi |2B|ω,α ≤ δB1,α(ω)|B|ω,α.

Si ω ∈ (Ap,α) on procède de la même façon, sachant que l’inégalité (2.17) est vraie pour des
boules quelconques. �

2.4.2 Classe (B∞,α) de Békollé-Bonami

Nous avons observé que les classes (Bp,α) (1 ≤ p < +∞) étaient croissantes par rapport à p.
Nous allons définir la classe limite qui contient toutes les autres classes. Elle se définit également par
analogie à la classe (A∞,α) de Muckenhoupt.

Définition 2.4.3. On dit qu’un poids ω (ou que la mesure ωdAα) appartient à la classe (B∞,α) si
pour tout δ tel que 0 < δ < 1, il existe β vérifiant 0 < β < 1 et telle que pour toute boule B touchant
le bord de D et tout sous-ensemble mesurable E de B,

|E|α ≥ δ|B|α ⇒ |E|ω,α ≥ β|B|ω,α.

(Dans le cas de la classe (A∞,α) les boules considérées sont quelconques).

Proposition 2.4.2. La classe (Bp,α) (1 ≤ p < +∞) est contenue dans la classe (B∞,α).

Preuve. Comme la classe (B1,α) est contenu dans la classe (B1,α), on peut supposer que p 6= 1. Soit
ω appartenant à la classe (Bp,α) (1 < p < +∞). Soient B ∈ B et E un sous-ensemble mesurable de
B tels que |E|α ≥ δ|B|α (0 < δ < 1). En prenant f = 1E, alors compte tenu de (2.17) on a

δp ≤
(
|E|α
|B|α

)p
≤ Bp,α(ω) |E|ω,α

|B|ω,α
.

Ou encore |E|ω,α ≥ β|B|ω,α avec β = δp

Bp,α(ω) < 1 car Bp,α(ω) ≥ 1. �

Nous terminons ce chapitre en indiquant que des informations supplémentaires relatives à la
théorie des espaces de Bergman dans le disque unité sont mentionnées dans [14]. Dans le prochain
chapitre nous étudierons la continuité du projecteur de Bergman sur les espaces Lp à poids .
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? ? Chapitre Trois ? ?

Continuité du projecteur de Bergman sur
les espaces Lp à poids du disque unité

Les notations du chapitre 2 sont conservées. Notre but ici est d’étendre la continuité du projecteur
de Bergman Pα sur les espaces Lp(D, dµα) dans le cas d’une mesure µα absolument continue par
rapport à la mesure radiale dAα. Plus précisement, compte tenu du théorème de décomposition de
Radon-Nikodym, nous caractérisons les classes des fonctions ω positives et localement intégrables
sur D pour lesquelles :

(1) Pα envoie continûment Lp(D, ωdAα) dans lui même (1 < p < +∞) ;

(2) Pα est faiblement continu sur L1(D, ωdAα).

Il s’agit ici de prouver les résultats dus à David Békollé et Aline Bonami [4]. Ils démontrent
qu’une condition nécessaire et suffisante pour que la propriété (1) (respectivement (2)) soit satisfaite
est que ω appartienne à la classe (Bp,α) (respectivement (B1,α)) de Békollé-Bonami. Il est bien connu
d’après les résultats de la théorie des intégrales singulières que les fonctions de la classe (Ap,α) de
Muckenhoupt satisfont à ces propriétés. Cependant, pour prouver ces résultats, on procède à peu
près comme l’ont fait Coifman et Fefferman dans le cas de la transformée de Hilbert dans [9]. Sauf
que pour les conditions suffisantes on régularise les poids de Békollé-Bonami de façon à retrouver les
poids de Muckenhoupt, ce qui permet de conclure comme Coifman et Fefferman.

3.1 Le projecteur de Bergman est une intégrale singulière

Notre objectif dans cette section est de prouver que le projecteur de Bergman est de type faible
(1,1) sur L1(D, dAα). Nous rappelons que la distance d définie sur D × D de la manière suivante :
d(0, 0) = 0, pour z, ξ ∈ D \ {0},
d(z, ξ) = ||z| − |ξ||+ |eiθ − eiϕ| et d(z, 0) = d(0, z) = |z|+ |1− eiθ|, où z = |z|eiθ et ξ = |ξ|eiϕ.
Cette distance possède les propriétés ci-après :

Propriété 3.1.1. Pour tous z, ξ ∈ D on a :

(1)
|1− zξ| ≥ 1

3d(z, ξ) (3.1)
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3.1. Le projecteur de Bergman est une intégrale singulière

(2)
|z − ξ| ≤ d(z, ξ) (3.2)

(3)
|1− zξ| ≤ 1− |ξ|2 + d(z, ξ) (3.3)

Preuve. Les cas z = 0 ou ξ = 0 étant immédiats, on suppose donc z, ξ ∈ D \ {0}, z = |z|eiθ et
ξ = |ξ|eiϕ.

(1) |1− ei(θ−ϕ)| ≤ |1− zξ|+ |zξ − ei(θ−ϕ)| = |1− zξ|+ 1− |zξ| ≤ 2|1− zξ|
Mais, on a |1 − zξ|2 − ||z| − |ξ||2 = (1 − |z|2)(1 − |ξ|2) + 2|z||ξ|(1 − cos(θ − ϕ)) ≥ 0. Soit
||z| − |ξ|| ≤

∣∣∣1− zξ∣∣∣. Ainsi d(z, ξ) = ||z| − |ξ||+ |1− ei(θ−ϕ)| ≤ 3|1− zξ|.

(2) |z − ξ| ≤
∣∣∣|z|eiθ − |ξ|eiθ

∣∣∣+ ∣∣∣|ξ|eiθ − |ξ|eiϕ
∣∣∣ ≤ ||z| − |ξ||+ ∣∣∣eiθ − eiϕ

∣∣∣ = d(z, ξ).

(3) |1− zξ| ≤ |1− |ξ|2|+ |ξξ − zξ| = 1− |ξ|2 + |z − ξ||ξ| ≤ 1− |ξ|2 + d(z, ξ). D’après (3.2). �

Lemme 3.1.1. Soient ξ ∈ D et 0 < R < 4.
Si on suppose que B(ξ, R) = {z ∈ D : d(z, ξ) < R} est la boule de centre ξ et de rayon R alors
Aα(B(ξ, R)) ' R2 {max(R, 1− |ξ|)}α.

Preuve. Cf [4] �

Remarque 3.1.1. Le triplet (D, d, dAα) est un espace homogène (voir Définition 1.5.1). En ef-
fet, pour ξ ∈ D et R > 0, d’après le Lemme 3.1.1 il existe deux composantes positives δ1 et
δ2 indépendantes de ξ et R telles que δ1R

2 {max(R, 1− |ξ|)}α ≤ Aα(B(ξ, R)) et Aα(B(ξ, 2R)) ≤
4δ2R

2 {max(2R, 1− |ξ|)}α. On distingue trois cas :

1er cas 1− |ξ| ≤ R < 2R, on a : Aα(B(ξ, 2R)) ≤ 22+αδ2R
2+α ≤ 22+αδ2

δ1
Aα(B(ξ, R)).

2ème cas R < 2R ≤ 1− |ξ|, on a Aα(B(ξ, 2R)) ≤ 4δ2R
2(1− |ξ|)α ≤ 4δ2

δ1
Aα(B(ξ, R)).

3ème cas R < 1− |ξ| < 2R,
• Si 0 ≤ α < +∞ alors Rα ≤ (1−|ξ|)α ≤ 2αRα et on a que Aα(B(ξ, 2R)) ≤ 22+αδ2

δ1
Aα(B(ξ, R)).

• Si −1 < α < 0 alors 2αRα < (1− |ξ|)α < Rα et on a Aα(B(ξ, 2R)) ≤ 4δ2
δ1
Aα(B(ξ, R)).

En prenant δ = 4δ2

δ1
max(1, 2α) on aAα(B(ξ, 2R)) ≤ δAα(B(ξ, R)). Ce qui prouve que (D, d, dAα)

est un espace homogène.

On rappelle que le noyau de Bergman est défini pour z, w ∈ D par Kα(z, ξ) = 1
(1− zξ)2+α .

Conformément à la Définition 1.5.3, la proposition suivante montre que le noyau de Bergman est un
(2 + α)-noyau de Calderòn-Zygmund.

Proposition 3.1.1. (1) Il existe une constante C1 > 0 telle que pour tous z, ξ ∈ D

|Kα(z, ξ)| ≤ C1

d(z, ξ)2+α .

(2) Il existe deux constantes positives C2 et C3 telles que pour tous z, ξ, ξ0 ∈ D, si
d(z, ξ0) ≥ C2d(ξ, ξ0) on a :

|Kα(z, ξ)−Kα(z, ξ0)| ≤ C3
d(ξ, ξ0)1/2

|1− zξ0|2+α+1/2 , (3.4)
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3.1. Le projecteur de Bergman est une intégrale singulière

|Kα(z, ξ)−Kα(z, ξ0)| ≤ C3
d(ξ, ξ0)1/2

d(z, ξ0)2+α+1/2 , (3.5)

|Kα(z, ξ)−Kα(z, ξ0)| ≤ 1
2 |Kα(z, ξ0)| . (3.6)

Preuve. (1) Il découle de l’inégalité (3.1) qu’on peut prendre C1 = 32+α.

(2) Choisissons d’abord C2 ≥ 1 et prenons z, ξ et ξ0 dans D tels que d(z, ξ0) ≥ C2d(ξ, ξ0). Par
intégration sur le segment [ξ, ξ0] on a

Kα(z, ξ)−Kα(z, ξ0) = (2 + α)
∫ 1

0

z(ξ − ξ0)(
1− z

(
ξ0 + t(ξ − ξ0)

))3+αdt.

En posant η(t) = ξ0 + t(ξ − ξ0) on obtient

|Kα(z, ξ)−Kα(z, ξ0)| ≤ (2 + α)
∫ 1

0

|ξ − ξ0|
|1− zη(t)|3+α

dt. (3.7)

En appliquant successivement les inégalités (3.2), d(z, ξ0) ≥ C2d(ξ, ξ0) et (3.1) on obtient
|ξ − ξ0| ≤

3
C2
|1− zξ0|. De plus si on impose que C2 ≥ 6 alors on déduit que :

|1− zξ0| − |1− zη(t)| ≤ |(1− zξ0)− (1− zη(t) = t|z(ξ − ξ0)|

≤ 3
C2
|1− zξ0| ≤

1
2 |1− zξ0|.

Ce qui entraîne que si C2 ≥ 6, alors

|1− zη(t)| ≥ 1
2 |1− zξ0|. (3.8)

D’autre part, des inégalités (3.2), d(z, ξ0) ≥ C2d(ξ, ξ0) et (3.1) on a aussi

|ξ − ξ0| ≤ d(ξ, ξ0) ≤ 1√
C2
d(ξ, ξ0)1/2d(z, ξ0)1/2 ≤

√
3d(ξ, ξ0)1/2|1− zξ0|1/2.

C’est-à-dire que,
|ξ − ξ0| ≤

√
3d(ξ, ξ0)1/2|1− zξ0|1/2 (3.9)

Ainsi en appliquant successivement les inégalités (3.8) et (3.9) dans la relation (3.7) il en résulte
que

|Kα(z, ξ)−Kα(z, ξ0)| ≤
√

3(2 + α)23+α d(ξ, ξ0)1/2

|1− zξ0|2+α+1/2

≤ 3(2 + α)62+α d(ξ, ξ0)1/2

d(z, ξ0)2+α+1/2 d’après (3.1).

On peut donc prendre C3 ≥ 3(2 + α)63+α pour avoir (3.4) et (3.5). Pour l’estimation (3.6), en
remarquant comme précédemment que
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3.1. Le projecteur de Bergman est une intégrale singulière

|ξ − ξ0| ≤
3
C2
|1− zξ0|, alors les inégalités (3.7) et (3.8) entraînent que

|Kα(z, ξ)−Kα(z, ξ0)| ≤ (2 + α)23+α |ξ − ξ0|
|1− zξ0|3+α ≤

3(2 + α)23+α

C2|1− zξ0|2+α .

Il suffit donc de prendre C2 ≥ 6(2 + α)23+α > 6 pour avoir (3.6).

�

Théorème 3.1.1. Pour −1 < α < +∞, le projecteur de Bergman s’étend en un opérateur faible-
ment continu sur L1(D, dAα).

Preuve. Selon la théorie des intégrales singulières sur les espaces homogènes développée par Coifman
et Weiss, il suffit de réunir les hypothèses du Théorème 1.5.2 où l’espace homogène considéré ici est
le triplet (D, d, dAα). Pour ce faire considérons C2 et C3 les constantes de la Proposition 3.1.1. Pour
ξ, ξ0 ∈ D, posons ε = C2d(ξ, ξ0) on a les estimations ci-après :

(1) En remarquant que |1− zξ0| ≥ 1− |ξ0| pour tout z ∈ D, compte tenu du Lemme 3.1.1 on a

∫
ε≤d(z,ξ0)<1−|ξ0|

d(ξ, ξ0)1/2

|1− zξ0|2+α+1/2 dAα(z) ≤ ε1/2Aα(B(ξ0, 1− |ξ0|))√
C2(1− |ξ0|)2+α+1/2

.

(
d(ξ, ξ0)
1− |ξ0|

)1/2

.
1√
C2
.

Puisque 1− |ξ0| > C2 d(ξ, ξ0).

(2) Si on pose r = max(ε, 1 − |ξ0|) alors, 1 − |ξ0| ≤ ε et pour tout entier naturel n, on a :
Aα(B(ξ0, 2n+1r)) ' (2n+1r)2+α ( voir Lemme 3.1.1).
Par suite, comme D \ B(ξ0, r) =

⋃
n∈N

En avec En = B(ξ0, 2n+1r) \ B(ξ0, 2nr), en appliquant le

théorème de Beppo-Levi à la suite de fonctions définie par

fn(z) =
n∑
j=0

d(ξ, ξ0)1/2

d(z, ξ0)2+α+1/2 1Ej(z) on a :

∫
r<d(z,ξ0)

d(ξ, ξ0)1/2

d(z, ξ0)2+α+1/2 dAα(z) =
+∞∑
n=0

ε1/2
√
C2

∫
2nr≤d(z,ξ0)<2n+1r

dAα(z)
d(z, ξ0)2+α+1/2

≤
+∞∑
n=0

r1/2Aα(B(ξ0, 2n+1r))√
C2(2nr)2+α+1/2

.
+∞∑
n=0

22+α
√
C22n/2 = 22+α(2 +

√
2)√

C2
.
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3.2. Conditions nécessaires

D’autre part, compte tenu des égalités (3.5) et (3.6) on a :
∫
d(z,ξ0)>ε

|Kα(z, ξ)−Kα(z, ξ0)|dAα(z) ≤
∫

ε<d(z,ξ0)<1−|ξ0|

|Kα(z, ξ)−Kα(z, ξ0)|dAα(z)

+
∫

r=max(ε,1−|ξ0|)<d(z,ξ0)

|Kα(z, ξ)−Kα(z, ξ0)|dAα(z)

≤ C3

∫
ε<d(z,ξ0)<1−|ξ0|

d(ξ, ξ0)1/2

|1− zξ0|2+α+1/2 dAα(z) +

C3

∫
r<d(z,ξ0)

d(ξ, ξ0)1/2

d(z, ξ0)2+α+1/2 dAα(z).

Il en résulte donc des estimations (1) et (2) ci-dessus qu’il existe une constante C ′3 positive convena-
blement choisie et indépendante de ξ et ξ0 telle que

∫
d(z,ξ0)>C2d(ξ,ξ0)

|Kα(z, ξ)−Kα(z, ξ0)|dAα(z) ≤ C ′3.

De plus, le projecteur de Bergman Pα est de type (2, 2) sur L2(D, dAα). Ce qui achève la preuve. �

Remarque 3.1.2. Par le théorème d’interpolation de Marcinkiewicz(Théorème 1.2.1), Pα est de
type (p, p) sur Lp(D, dAα) lorsque 1 < p ≤ 2. Comme Pα est auto-adjoint, pour 2 ≤ p < +∞ on a
1 < p′ ≤ 2 où p′ est l’exposant conjugué de p ; on déduit que Pα est de type (p, p) sur Lp(D, dAα).

Dans toute la suite, pour un sous-ensemble mesurable E de D et ω un poids sur D (une fonction
positive et localement intégrable) nous adoptons les notations ci-après :
• 1E désigne la fonction indicatrice sur E.
• |E|α =

∫
E

dAα(z).

• |E|ω,α =
∫
E
ω(z)dAα(z).

• pour 1 < p < +∞, on notera p′ l’exposant conjugué de p c’est-à-dire qu’on a 1
p

+ 1
p′

= 1
• Lp(D, ωdAα) sera noté simplement Lp(ωdAα) (1 ≤ p < +∞).
Dans ce qui suit, nous donnons une condition nécessaire et suffisante sur un poids ω pour laquelle

le projecteur de Bergman est de type (p, p) sur Lp(D, ωdAα) (1 < p < +∞) d’une part ou de type
faible (1, 1) sur L1(D, ωdAα) d’autre part.

3.2 Conditions nécessaires

Lemme 3.2.1. Soit B = B(ξ0, R) une boule touchant le bord de D avec R < 1
2C2

où (C2 > 6) est
la constante issue de la Proposition 3.1.1. Il existe une boule B′ = B(ξ′0, R) de même rayon touchant
le bord de D telle que d(B,B′) ' R pour laquelle quelque soit la fonction positive f à support dans
B (resp dans B′) on a :

|Pαf(z)| ≥ Cα1B′(z)
|B|α

∫
B
f(ξ)dAα(ξ)

(
resp |Pαf(z)| ≥ Cα1B(z)

|B′|α

∫
B′
f(ξ)dAα(ξ)

)
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3.2. Conditions nécessaires

où Cα est une constante positive indépendante de B,B′ et f .

Preuve. Comme B ∈ B alors par hypothèse on a 1 − |ξ0| ≤ R <
1

2C2
. Nous cherchons ξ′0 ∈ D de

telle sorte que d(ξ0, ξ
′
0) = 2C2R et |ξ0| = |ξ′0| ; ce qui est équivalent à |eiθ − eiϕ|2 = (2C2R)2 où on a

posé ξ0 = |ξ0|eiθ et ξ′0 = |ξ′0|eiϕ. On doit avoir 1−cos(θ−ϕ) = 2C2
2R

2, soit ϕ = θ± Arccos(1−2C2R
2)

qui existe car le choix de R entraîne que 1
2 < 1− 2C2

2R
2 < 1.

L’existence de ξ′0 étant prouvée, alors en vertu du Lemme 3.2.1 les boules B et B′ touchent le bord
de D. Par ailleurs, on a d(B,B′) ' R. En effet, si z ∈ B et z′ ∈ B′ alors

d(B,B′) ≤ d(z, z′) ≤ d(z, ξ0) + d(ξ0, ξ
′
0) + d(ξ′0, z′) = 2(C2 + 1)R.

Inversement, 2C2R = d(ξ0, ξ
′
0) ≤ d(ξ0, z) + d(z, z′) + d(z′, ξ′0) ≤ 2R + d(z, z′). D’où

2(C2 − 1)R ≤ d(z, z′). Il en résulte que 2(C2 − 1)R ≤ d(B,B′) ≤ 2(C2 + 1)R.

En vue de montrer la dernière assertion du Lemme, fixons d’abord z ∈ B′ et ξ ∈ B. Alors on a :
2C2R = d(ξ0.ξ

′
0) ≤ d(z, ξ0) + d(z, ξ′0) ≤ d(z, ξ0) + R. D’où d(z, ξ0) ≥ C2R + (C2 − 1)R > C2 d(ξ, ξ0).

C’est-à-dire d(z, ξ0) ≥ C2 d(ξ, ξ0). La Proposition 3.1.1 entraîne que

|Kα(z, ξ)−Kα(z, ξ0)| ≤ 1
2 |Kα(z, ξ0)|.

On déduit de cette inégalité que si f est à support dans B et z ∈ B′ alors on a

|Pαf(z)| =
∣∣∣∣Kα(z, ξ0)

∫
B
f(ξ)dAα(ξ) +

∫
B

(Kα(z, ξ)−Kα(z, ξ0)) f(ξ)dAα(ξ)
∣∣∣∣

≥ |Kα(z, ξ0)|
∫
B
f(ξ)dAα(ξ)−

∫
B
|Kα(z, ξ)−Kα(z, ξ0)|f(ξ)dAα

≥ 1
2 |Kα(z, ξ0)|

∫
B
f(ξ)dAα .

C’est-à-dire que
|Pαf(z)| ≥ 1B′(z)

2|1− zξ0|2+α

∫
B
f(ξ)dAα(ξ). (3.10)

Comme d(ξ′0, ξ0) = 2C2R d(z, ξ′0) ≤ R, des inégalités (3.3), 1− |ξ0| ≤ R et 1− |ξ0|2 ≤ 2(1− |ξ0|), on
déduit que

|1− zξ| ≤ 1− |ξ0|2 + d(z, ξ0) ≤ 2(1− |ξ0|+ d(z, ξ′0) + d(ξ′0, ξ0)) ≤ 4(C2 + 1)R.

Et en vertu du Lemme 3.1.1 |B|α ' R2+α. Donc, il existe une constante Cα positive indépendante

de B, B′ et f telle que |1− zξ0|2+α ≤ (4(C2 + 1)R)2+α ≤ C−1
α

2 |B|α ; ce qui entraîne que dans (3.10)

on obtient |Pαf(z)| ≥ Cα1B′(z)
|B|α

∫
B
f(ξ)dAα(ξ).

En permutant les rôles de ξ0 et ξ′0, on a aussi |Pαf(z)| ≥ Cα1B(z)
|B′|α

∫
B′
f(ξ)dAα(ξ), lorsque f est à

support dans B′. Ce qui achève la preuve du lemme. �
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3.2. Conditions nécessaires

3.2.1 Condition nécessaire : cas 1 < p < +∞

Il est important de savoir la condition que vérifie un poids ω lorsque le projecteur de Bergman
est bien défini sur Lp(ωdAα) avec 1 < p < +∞. On a :

Proposition 3.2.1. Soit ω un poids sur D. Si le projecteur de Bergman Pαf est bien défini pour
tout f appartenant à Lp(ωdAα) c’est-à-dire que pour tout z ∈ D on a :

P+
α f(z) =

∫
D

f(ξ)
|1− zξ|2+αdAα(z) < +∞

alors ω1−p′ est intégrable.

Preuve. Si onconsidère le crochet de dualité 〈·, ·〉ω,α défini par

〈f, g〉ω,α =
∫
D
fgωdAα , f ∈ Lp(ωdAα) et g ∈ Lp′(ωdAα).

Conformément au théorème de représentation de Riesz (Théorème 1.1.8) une fonction g ∈ Lp′(ωdAα)
si et seulement si pour tout f ∈ Lp(ωdAα), |〈f, g〉ω,α| < +∞. Donc si g /∈ Lp′(ωdAα) (g ≥ 0) alors il
existe une fonction f ≥ 0, f ∈ Lp(ωdAα) telle que 〈f, g〉ω,α = +∞.
On veut montrer que ω1−p′ ∈ L1(ωdAα), ce qui est équivalent à montrer que ω−1 ∈ Lp

′(ωdAα).
Si on suppose que ω−1 /∈ Lp

′(ωdAα) alors de ce qui précède il existe une fonction f ≥ 0 telle
que f ∈ Lp(ωdAα) et 〈f, ω−1〉ω,α = +∞, soit

∫
D
fdAα = +∞. D’où P+

α f(0) =
∫
D
fdAα = +∞.

Mieux, P+
α f(z) =

∫
D

f(ξ)
|1− zξ|2+αdAα(z) ≥ 1

22+α

∫
f(ξ)dAα = +∞. Ce qui contredit le fait que

f ∈ Lp(ωdAα).
Donc si Pαf est bien défini pour tout f ∈ Lp(ωdAα) alors, ω1−p′ ∈ L1(dAα). �

Théorème 3.2.1. Soit ω un poids sur D. Si le projecteur de Bergman est bien défini et continu
sur Lp(ωdAα) alors ω est dans la classe (Bp, α).

Preuve. On suppose qu’il existe une constante Cp, α > 0 telle que pour toute fonction f ∈ Lp(ωdAα),

‖Pαf‖Lp(ωdAα) ≤ Cp,α‖f‖Lp(ωdAα) (3.11)

Comme Pα est bien défini, alors en vertu de la Proposition 3.2.1 , ω1−p′ est intégrable. Montrons que ω
est aussi intégrable. Si on pose f(z) = (1−|z|2)−α1D(0,r)(z) (0 < r < 1) et Mr = sup

z∈D(0,r)
(1−|z|2)−α

alors ‖f‖pLp(ωdAα) ≤ Mp
r |D(0, r)|ω,α < +∞ puisque ω est localement intégrable sur D. En plus,

l’application z 7−→ Kα(z, ξ) étant holomorphe sur D, alors de la formule de la moyenne planaire sur
le disque D(0, r) on obtient

Pαf(z) =
∫
D(0,r)

Kα(z, ξ)(1− |ξ|2)−αdAα(ξ) = (α + 1)r2Kα(z, 0) = (α + 1)r2.

On en déduit donc de l’hypothèse (3.11) l’intégrabilité de ω comme suit :

‖Pαf‖pLp(ωdAα) =
(
(α + 1)r2

)p ∫
D
ωdAα ≤ Cp

p, α‖f‖
p
Lp(ωdAα) < +∞.
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3.2. Conditions nécessaires

En vue de montrer que ω ∈ (Bp,α), considérons d’abord une boule B ∈ B de rayon inférieur à 1
2C2

.
Du Lemme 3.2.1 il existe une autre boule B′ de même rayon et une constante Cα > 0 indépendante
de B et B′ telles que pour toute fonction f localement intégrable et positive on a :

|Pαf(z)| ≥ Cα
1B′(z)
|B|α

∫
B
f(ξ)dAα(ξ) et |Pαf(z)| ≥ Cα

1B(z)
|B′|α

∫
B′
f(ξ)dAα(ξ).

Ces inégalités entraînent respectivement |Pα1B(z)|p ≥ Cp
α1B′(z) et |Pα1B′(z)|p ≥ Cp

α1B(z).
En intégrant sur D par rapport à la mesure ωdAα, alors compte tenu de l’hypothèse (3.11), on obtient

|B′|ω,α ≤ C−pα Cp
p,α|B|ω,α et |B|ω,α ≤ C−pα Cp

p,α|B′|ω,α.

En posant C = C−pα Cp
p,α,on obtient :

C−1|B|ω,α ≤ |B′|ω,α ≤ C|B|ω,α. (3.12)

D’autre part, f = ω1−p′1B ∈ Lp(ωdAα) et ‖f‖pLp(ωdAα) = |B|ω1−p′ , α et donc l’inégalité

|Pαf(z)| ≥ 1B′(z)
|B|α

∫
B
f(ξ)dAα(ξ) entraîne que Cp

αω(z)1B′(z)
(
|B|ω1−p′ , α

|B|α

)p
≤ |Pαf(z)|pω(z). Par in-

tégration, on déduit, compte tenu de (3.11) et (3.12) que

C−1|B|ω,α
(
|B|ω1−p′ , α

|B|α

)p
≤ |B′|ω,α

(
|B|ω1−p′ , α

|B|α

)p
≤ ‖Pαω1−p′1B‖pLp(ωdAα) ≤ Cp

p,α|B|ω1−p′ , α.

C’est-à-dire que |B|ω,α
|B|α

(
|B|ω1−p′ , α

|B|α

)p−1

≤ CCp
p,α.

Maintenant, pour finir, supposons que B est un élément quelconque de B de rayon R supérieur à
1

2C2
. Comme B touche le bord de D alors des Lemmes 3.1.1 et 3.2.1 on a |B|α ' R2+α. On peut donc

trouver une constante δ > 0 telle que δ|B|α ≥ R2+α > 1
(2C2)2+α . La proposition 3.2.1 montre que ω et

ω1−p′ sont intégrables ainsi on obtient

|B|ω,α
|B|α

(
|B|ω1−p′

|B|α

)p−1

≤ |D|ω,α(|D|ω1−p′ , α)p−1(δ(2C2)2+α)p = C ′p,α.

Finalement, Bp,α(ω) = sup
B∈B

|B|ω,α
|B|α

(
|B|ω1−p′ ,α

|B|α

)p−1

≤ max(CCp
p,α, C

′
p,α).

Ce qui prouve que ω est dans la classe (Bp,α). �

3.2.2 Condition nécessaire : cas p = 1

Lemme 3.2.2. Soit ω un poids non nul sur D. Si L1(ωdAα) est contenu dans L1(dAα), alors cette
inclusion est continue. En outre, ω est minoré par une constante positive non nulle.

Preuve. Soient f ∈ L1(dAα) et {fn}n une suite d’éléments de L1(ωdAα) telles que ‖fn‖L1(ωdAα) −→ 0
et ‖fn − f‖L1(dAα) −→ 0 lorsque n −→ +∞. D’après le Théorème 1.1.6 on peut extraire de la suite
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3.2. Conditions nécessaires

{fn}n une sous-suite {fnk}k telle que fnk −→ 0 ωdAα-p.p et fnk −→ f dAα-p.p lorsque k −→ +∞.
La mesure ωdAα étant absolument continue par rapport à la mesure dAα, alors fnk −→ f ωdAα-p.p.
Ainsi, f = 0 ωdAα-p.p, c’est-à-dire f = 0 dans L1(ωdAα) qui est contenu dans L1(dAα). D’où f = 0
dans L1(dAα) (f = 0 dAα-p.p). En vertu du théorème du graphe fermé, il existe une constante
m > 0 telle que pour toute fonction f ∈ L1(ωdAα), ‖f‖L1(dAα) ≤ m−1‖f‖L1(ωdAα) (d’où la continuité)
ou encore

∫
D
|f |(ω −m)dAα ≥ 0 pour tout f ∈ L1(ωdAα) .

Du Théorème 1.5.2 on déduit que ω ≥ m. �

Théorème 3.2.2. Soit ω un poids non nul sur D. Si le projecteur de Bergman est bien défini et
s’étend en un opérateur faiblement continu dans L1(ωdAα) alors ω est dans la classe (B1,α).

Preuve. La preuve ici est analogue à celle du Théorème 3.2.1 . Pα étant bien défini sur L1(ωdAα),
alors f appartient à L1(dAα) dès que f est dans L1(ωdAα). En effet, si
f ∈ L1(ωdAα), alors

∫
D
|f(ξ)|dAα = P+

α f(0) < +∞. Par conséquent, ω−1 ∈ L1(dAα) puisque
ω−1 ∈ L1(ωdAα) avec ‖ω−1‖L1(ωdAα) = 1. D’après le Lemme 3.2.2 il existe une constante m > 0 qui
minore ω.
On suppose que Pα est faiblement continu sur L1(ωdAα) alors il existe une constante C1,α > 0 telle
que quelque soient f ∈ L1(ωdAα) et λ > 0,

|{z ∈ D : |Pαf(z) ≥ λ}|ω,α ≤
C1,α

λ
‖f‖L1(ωdAα) . (3.13)

Comme dans la preuve du Théorème 3.2.1, en prenant f(z) = (1− |z|2)−α1D(0,r)(z) (0 < r < 1) alors
f ∈ L1(ωdAα), ‖f‖L1(ωdAα) ≤ Mr|D(0, r)|ω,α et Pαf(z) = (α + 1)r2. On déduit l’intégrabilité de ω
de l’hypothèse (3.13) comme suit

|D|ω,α=

∣∣∣{z ∈ D : |Pαf(z)| = (α + 1)r2}
∣∣∣
ω,α
≤ C1,α

(α + 1)r2Mr|D(0, r)|ω,α < +∞.

Dans l’optique de démontrer que ω est dans la classe (B1,α), nous considérons d’abord une boule B
de rayon inférieur à 1

2C2
(voir Lemme 3.2.1). Alors, il existe une autre boule B′ de même rayon et

une constante Cα > 0 telles que pour toute fonction f positive et localement intégrable,
|Pαf(z)| ≥ Cα

1B′(z)
|B|α

∫
B
f(ξ)dAα(ξ). Ce qui entraîne |Pα1B(z)| ≥ Cα1B′(z) ou encore B′ ⊆ {z ∈ D :

|Pα1B(z)| ≥ Cα}. On déduit compte tenu de (3.12) que |B′|ω,α ≤ C1,αC
−1
α |B|ω,α. En permutant les

rôles de B et B′ et en posant C = C1,αC
−1
α on obtient

C−1|B|ω,α ≤ |B′|ω,α ≤ C|B|ω,α. (3.14)

D’autre part, en considérant f = 1Bω−1 on a l’inégalité |Pα1Bω−1(z)| ≥ Cα
1B′(z)
|B|α

∫
B
ω−1dAα

c’est-à-dire B′ ⊆
{
z ∈ D : |Pα1Bω−1(z)| ≥ Cα

|B|ω−1,α

|B|α

}
et compte tenu des inégalités (3.13) et (3.14),

on obtient
C−1|B′|ω,α ≤ |B|ω−1,α ≤

C|B|2α
|B|ω−1,α

(3.15)

car
‖1Bω−1‖L1(ωdAα) = |B|α.
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3.3. Conditions suffisantes

D’où |B|ω,α
|B|α

· |B|ω
−1,α

|B|α
≤ C2. Mais comme ω est minoré par m on obtient donc de (3.15) que,

m ≤ |B|ω
−1,α

|B|α
≤ C2. Finalement, toujours de (3.15) on a |B|ω,α

|B|α
< m−1C2. Pour terminer, si on

suppose que B est un élément de B de rayon supérieur à 1
2C2

, comme dans la preuve du Théorème

3.2.1 en prenant p = 1 on a |B|ω,α
|B|α

≤ δ(2C2)2+α|D|ω,α. Ainsi,

mαω(z) = sup
B∈B

1B(z)
|B|α

|B|ω,α ≤ max
(
m−1C2, δ(2C2)2+α|D|ω,α

)
= C ′1,α.

Donc B1,α(ω) = sup
z∈D

ω−1(z)mαω(z) ≤ m−1C ′1,α, ce qui prouve que ω ∈ (B1,α). �

3.3 Conditions suffisantes

En vue d’établir les réciproques des Théorèmes 3.2.1 et 3.2.2, nous introduisons un nouvel opé-
rateur appelé opérateur de régularisation qui possède de bonnes propriétés. En effet, cet opérateur
permet de transformer un poids de Békollé-Bonami en un poids de Muckenhoupt, puis de contrôler
la norme Lp(ωdAα) de mαf par celle de Mαf lorsque f appartient à Lp(ωdAα). Ce qui offre la
possibilité d’utiliser les résultats relatifs aux poids de Muckenhoupt.

3.3.1 Opérateur de régularisation et ses propriétés

Pour k > 0 et z ∈ D on note par : k′ = k

1− k lorsque k ∈]0, 1[ et

Bk(z) = Bk(z, k(1− |z|)) = {ξ ∈ D : d(z, ξ) < k(1− |z|)}.

Définition 3.3.1. Soit k ∈]0, 1[, on définit l’opérateur de régularisation d’ordre k noté Rα
k pour

une fonction localement intégrable f et z ∈ D par :

Rα
kf(z) := 1

|Bk(z)|α

∫
Bk(z)

f(ξ)dAα(ξ).

Lemme 3.3.1. Soient k ∈]0, 1/2[, z et z′ appartenant à D tels que z′ ∈ Bk(z). Alors on a :

(1) z ∈ Bk′(z′) ou encore 1Bk(z)(z′) ≤ 1Bk′ (z′)(z) ;

(2) |Bk(z)|α ' |Bk′(z′)|α ;

(3) Pour ω ∈ (Bp,α) (1 < p < +∞) il existe deux constantes δ′k et δk telles que :

δ′k[Bp,α(ω)]−1 |Bk(z)|ω,α ≤ |Bk′(z′)|ω,α ≤ δkBp,α(ω) |Bk(z)|ω,α .

Preuve. (1) d(z, z′) < k(1− |z|) = k(1− |z′|+ |z′| − |z|) < k(1− |z′|) + kd(z, z′).
D’où d(z, z′) < k′(1− |z′|), c’est-à-dire z ∈ Bk′(z′). Donc 1Bk(z)(z′) ≤ 1Bk′ (z′)(z).

(2) D’après le Lemme 3.1.1, |Bk(z)|α ' k2(1 − |z|)2+α et |Bk′(z′)|α ' k′2(1 − |z′|)2+α. Il suffit de
montrer que 1− |z| ' 1− |z′| pour conclure. En effet,
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3.3. Conditions suffisantes

1 − |z| ≤ 1 − |z′| + d(z′, z) ≤ 1 − |z′| + k(1 − |z|). D’où k(1 − |z|) ≤ k′(1 − |z′|). De la

même manière on a : k′(1 − |z′|) ≤ k′

1− k′ (1 − |z|) = k(1− |z|)
1− 2k (1 − 2k > 0). Finalement,

k(1− |z|) ≤ k′(1− |z′|) ≤ k(1− |z|)
1− 2k . En conclusion, |Bk(z)|α ' |Bk′(z′)|α.

(3) Tout d’abord, on remarque que la boule Bk(z) (respectivement Bk′(z′)) est contenue dans la
boule B2(z′) = B(z′, 2(1 − |z′|)) (respectivement B3(z) = B(z, 3(1 − |z|))). En effet, pour
ξ ∈ Bk(z), comme z′ ∈ Bk(z) on déduit que d(z′, ξ) ≤ d(z′, z) + d(z, ξ) < 2k(1 − |z|). d’après
(1) on a z ∈ Bk′(z′) avec k′ = k

1−k et donc, 1− |z| ≤ 1− |z′| + |z′| − |z| ≤ 1− |z′| + d(z′, z) <
(k′ + 1)(1 − |z′|). D’où on a : d(z′, ξ) < 2k(1 − |z|) < 2k(k′ + 1)(1 − |z′|) ≤ 2(1 − |z′|) car
0 < k < 1

2 c’est-à-dire que ξ ∈ B2(z′). De même, si ξ ∈ Bk(z), 0 < k < 1
2 alors on a :

d(z, ξ) < 2k′(k + 1)(1− |z|) < 3(1− |z|) c’est-à-dire que ξ ∈ B3(z).
D’après le Lemme 2.4.1 de la page 27, on a B3(z) ∈ B et comme Bk(z) ⊆ B3(z) alors, en
utilisant l’inégalité (2.17) avec f = 1Bk(z) on obtient :

(
|Bk(z)|α
|B3(z)|α

)p
≤ Bp,α(ω)

(
|Bk(z)|ω,α
|B3(z)|ω,α

)
. (3.16)

Mais, le Lemme 3.1.1 entraîne que |B3(z)|α ' |Bk(z)|α. Ainsi, l’inégalité (3.16) entraîne qu’il
existe une constante δk telle que |B3(z)|ω,α ≤ δkBp,α(ω)|Bk(z)|ω,α. Comme
|Bk′(z′)|ω,α ≤ |B3(z)|ω,α alors on déduit que

|Bk′(z′)|ω,α ≤ δkBp,α(ω)|Bk(z)|ω,α.

En permutant les rôles de z et z′ et en utilisant le fait que Bk(z) ⊆ B2(z′) on déduit de
façon analogue l’existence de δ′k > 0 telle que δ′k[Bp,α(ω)]−1|Bk(z)|ω,α ≤ |Bk′(z′)|ω,α. D’où on a
δ′k[Bp,α(ω)]−1 |Bk(z)|ω,α ≤ |Bk′(z′)|ω,α ≤ δkBp,α(ω) |Bk(z)|ω,α. �

Propriété 3.3.1. Soient k ∈]0, 1[, f et g deux fonctions positives et intégrables.

(1) Il existe une constante Ck > 0 ne dépendant pas de f telle que

mαf ≤ CkmαR
α
kf. (3.17)

(2) Il existe deux constantes positives δ1 et δ2 indépandante de g telles que

mαg ≤ δ1R
α
kmαg ≤ δ2mαg. (3.18)

(3) Si k ∈]0, 1/2[, alors il existe C > 0 ne dépendant que de α et k telle que
∫
D
f [Rα

kg]dAα ≤ C
∫
D
[Rα

k′f ]gdAα. (3.19)

(4) si k ∈]0, 1/2[, il existe deux constantes Ck et Ck′ telles que pour tout z ∈ D

C ′k[Bp,α(ω)]−1Rα
kω(z) ≤ Rα

k′ω(z) ≤ CkBp,α(ω)Rα
kω(z). (3.20)
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(5) Si k ∈]0, 1/2[, il existe une constante Ck > 0 telle que

P+
α f ≤ CkP

+
α R

α
kf. (3.21)

Preuve. (1) Soient z ∈ D et B = B(ξ0, r) un élément de B contenant z. Si on pose
k1 = k

k + 1 on a k1 ∈]0, 1
2 [ alors pour ξ ∈ B, z′ ∈ Bk1(ξ) et des inégalités 1 − |ξ0| ≤ r,

|ξ0| − |ξ| ≤ d(ξ0, ξ) < r on obtient que :

d(z′, ξ0) ≤ d(z′, ξ) + d(ξ, ξ0) < k1(1− |ξ0|+ |ξ0| − |ξ|) + d(ξ, ξ0) < (2k1 + 1)r

c’est-à-dire que z′ ∈ B′ = B(ξ0, ar) avec a = 2k1 + 1. Comme k′1 = k, alors du Lemme 3.3.1 on
a : 1Bk1 (ξ)(z′) ≤ 1Bk(z′)(ξ) et |Bk1(ξ)|α ' |Bk(z′)|α. Ainsi, 1B(ξ)1Bk1 (ξ)(z′) ≤ 1B′(z′)1Bk(z′)(ξ) et
il existe δk > 0 tel que |Bk(z′)|α ≤ δk|Bk1(ξ)|α. De plus comme 1− |ξ0| ≤ r < ar car B touche
le bord de D (voir Lemme 2.4.1 de la page 27) alors du Lemme 3.1.1 , |B|α ' r2+α ' |B′|α
c’est-à-dire qu’il existe δ > 0 tel que |B′|α ≤ δ|B|α. Comme z ∈ B ⊂ B′ alors, de tout ce qui
précède on déduit les inégalités ci-après :

1
|B|α

∫
B
f(ξ)dAα(ξ) = 1

|B|α

∫
B

(
1

|Bk1(ξ)|α

∫
Bk1 (ξ)

dAα(z′)
)
f(ξ)dAα(ξ)

= 1
|B|α

∫
D

(∫
D

1B(ξ)1Bk1 (ξ)(z′)f(ξ)
|Bk1(ξ)|α

dAα(ξ)
)

dAα(z′) (d’après Fubini)

≤ δδk
|B′|α

∫
D

(∫
D

1B′(z′)1Bk(z′)(ξ)f(ξ)
|Bk(z′)|α

dAα(ξ)
)

dAα(z′)

= δδk
|B′|α

∫
B′
Rα
kf(z′)dAα(z′) ≤ δδkmα(Rα

kf)(z).

La boule B étant arbitrairement choisie dans B, on déduit que mαf(z) ≤ CkmαR
α
kf(z) avec

Ck = δδk.

(2) Soient z et z′ appartenant à D tels que z′ ∈ Bk(z), alors z ∈ Bk′(z′). Si on considère B =
B(ξ0, r) un élément de B qui contient z alors comme dans la preuve de (1), on obtient que
d(z′, ξ0) < (2k + 1)r. Donc, z′ ∈ B′ = B(ξ0, ar), |B′|α ' |B|α où a = 2k + 1. Ainsi, il existe
γ1 > 0 tel que

1B(z)
|B|α

∫
B
g(ξ)dAα(ξ) ≤ γ1

1B′(z′)
|B′|α

∫
B′
g(ξ)dAα(ξ) ≤ γ1mαg(z′).

Il s’en suit donc que mαg(z) ≤ γ1mαg(z′).
De même, si B contient plutôt z′ on montre également que z ∈ B′ = B(ξ0, ar) avec
a = 2k′ + 1. Ce qui permet aussi de vérifier l’existence d’une autre constante γ2 > 0 telle que
mαg(z′) ≤ γ2mαg(z). Par conséquent, quel que soit z′ ∈ Bk(z) on a
mαg(z) ≤ γ1mαg(z′) ≤ γ1γ2mαg(z), puis en intégrant sur Bk(z) et en Prennant δ1 = γ1 et
δ2 = γ1γ2 on obtient :

mαg(z) ≤ δ1R
α
kmαg(z) ≤ δ2mαg(z).

(3) Il découle du Lemme 3.3.1 qu’il existe une constante C > 0 ne dépendant que de k et α telle
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que pour tous z et z′ appartenant à D on a l’inégalité :

1Bk(z)(z′)
|Bk(z)|α

≤ C
1Bk′ (z′)(z)
|Bk′(z′)|α

.

Donc en utilisant successivement cette inégalité et le théorème de Fubini, il suit que

∫
D
f(z)Rα

kg(z)dAα(z) =
∫
D

(∫
D

1Bk(z)(z′)g(z′)
|Bk(z)|α

dAα(z′)
)
f(z)dAα(z)

≤ C
∫
D

(∫
D

f(z)1Bk′ (z′)(z)
|Bk′(z′)|α

dAα(z)
)
g(z′)dAα(z′)

= C
∫
D
g(z′)Rα

k′f(z′)dAα(z′).

(4) Il suffit de prendre z = z′ dans le Lemme 3.3.1. Ce qui justifie l’existence de Ck et Ck′ .

(5) Considérons k1 = k

1 + k
et z ∈ D. Soient z′ et ξ appartenant à D tels que z′ ∈ Bk1(ξ) ; en

utilisant (3.2) on a :

|1− zz′| ≤ |1− zξ|+ |z′ − ξ| ≤ |1− zξ|+ d(z′, ξ)

≤ |1− zξ|+ k1(1− |ξ|) ≤ (k1 + 1)|1− zξ|.

Donc, quel que soit z′ ∈ Bk1(ξ) on a 1
|1− zξ|2+α ≤

(k1 + 1)2+α

|1− zz′|2+α . En intégrant sur Bk1(ξ), on

obtient que g(ξ) ≤ (k1 + 1)2+αRα
k1g(ξ) avec g(ξ) = 1

|1− zξ|2+α . Ainsi,l’inégalité (3.19) on a :

P+
α f(z) =

∫
D
f(ξ)g(ξ)dAα(ξ) ≤ (k1 + 1)2+α

∫
D
f(ξ)

[
Rα
k1g(ξ)

]
dAα(ξ)

≤ (k1 + 1)2+αCk1

∫
D
Rα
kf(ξ)g(ξ)dAα(ξ) d’après (3.17)

= CkP
+
α R

α
kf(z) avec Ck = (k1 + 1)2+αCk1 .

�

Lemme 3.3.2. On suppose que ω est un poids de la classe (Bp,α) de Békollé-Bonami. On suppose
que k ∈]0, 1

2 [ alors, Rα
kω appartient à la classe (Ap,α) de Muckenhoupt. De plus, il existe une constante

indépendante de ω Ck > 0 telle que : Ap,α(Rα
k (ω)) ≤ Ck[Bp,α(ω)]2.

Preuve. Pour simplifier les notations, nous posons σ = Rα
kω et considérons une boule B = B(z0, r).

Supposons que B appartient à B car 1− |z0| ≤ r), nous allons montrer qu’il existe deux constantes
δk et δ′k telles que pour la boule B′ = B(z0, ar) ∈ B avec a = 2k + 1 on a :

|B|σ,α
|B|α

≤ δk
|B′|ω,α
|B′|α

et
(
|B|σ1−p′ ,α

|B|α

)p−1

≤
(
δ′k
|B′|ω1−p′ ,α

|B′|α

)p−1

.
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Pour la première inégalité, en utilisant le théorème de Fubini on a :

|B|σ,α =
∫
B

(
1

|Bk(z)|α

∫
Bk(z)

ω(ξ)dAα(ξ)
)

dAα(z)

=
∫
D

(∫
D

1Bk(z)(ξ) · 1B(z)dAα(z)
|Bk(z)|α

)
ω(ξ)dAα(ξ).

Mais, on rappelle que si z ∈ B et ξ ∈ Bk(z) alors z ∈ Bk′(ξ) et ξ ∈ B′ = B(z0, ar) avec a = 2k + 1 ;
c’est-à-dire 1Bk(z)(ξ) · 1B(z) ≤ 1Bk′ (ξ)(z) · 1B′(ξ). Par ailleurs, |B|α ' |B′|α car 1− |z0| ≤ r ≤ ar (voir
Lemme 3.1.1) et d’après le Lemme 3.3.1 on a |Bk(z)|α ' |Bk′(ξ)|α . On déduit donc de ce qui précède
l’existence d’une constante Ck > 0 telle que

|B|σ,α
|B|α

≤ Ck
|B′|α

∫
D

(∫
D

1Bk′ (ξ)(z) · 1B′(ξ)dAα(z)
|Bk′(ξ)|α

)
ω(ξ)dAα(ξ) = Ck

|B′|ω,α
|B′|α

. (3.22)

Par contre, pour la deuxième inégalité, en utilisant l’inégalité de Hölder on a :

(Rα
kω)1−p′(z) =

(
1

|Bk(z)|ω,α

∫
Bk(z)

ω
1
pω−

1
pdAα

) p′
p

≤
(

1
|Bk(z)|ω,α

∫
Bk(z)

ω1−p′dAα
) 1
p
(

1
|Bk(z)|ω,α

∫
Bk(z)

ωdAα
) p′

p2

.

Soit, σ1−p′(z) ≤
(
|Bk(z)|

ω1−p′ ,α
|Bk(z)|ω,α

) 1
p

. Puis, en appliquant de nouveau l’inégalité de Hölder et le théorème
de Fubini, il suit que :

∫
B
σ1−p′(z)dAα(z) ≤

∫
B

(
|Bk(z)|ω1−p′ ,α

|Bk(z)|ω,α
ω(z)

) 1
p

ω−
1
p (z)dAα(z)

≤ |B|
1
p′

ω1−p′ ,α

(∫
B

(
1

|Bk(z)|ω,α

∫
Bk(z)

ω1−p′(ξ)dAα(ξ)
)
ω(z)dAα(z)

) 1
p

= |B|
1
p′

ω1−p′ ,α

(∫
D

(∫
D

ω(z)1Bk(z)(ξ) · 1B(z)
|Bk(z)|ω,α

dAα(z)
)
ω1−p′(ξ)dAα(ξ)

) 1
p

.

Mais, 1Bk(z)(ξ)·1B(z) ≤ 1Bk′ (ξ)(z)·1B′(ξ) et d’après le Lemme 3.3.1 on a : |Bk′(ξ)|ω,α ≤ δkBp,α(ω)|Bk(z)|ω,α.
Il découle donc de ce qui précède que :

|B|σ1−p′ ,α ≤ [δkBp,α(ω)]
1
p |B|

1
p′

ω1−p′ ,α

(∫
D

(∫
D

ω(z)1Bk′(ξ)(z) · 1B(ξ)
|Bk′(ξ)|ω,α

dAα(z)
)
ω1−p′(ξ)dAα(ξ)

) 1
p

= [δkBp,α(ω)]
1
p |B|

1
p′

ω1−p′ ,α
|B′|

1
p

ω1−p′ ,α

≤ [δkBp,α(ω)]
1
p |B′|ω1−p′ ,α.

D’autre part, |B|α ' |B′|α, il existe donc une constante C ′k > 0 telle que

(
|B|σ1−p′ ,α

|B|α

)p−1

≤ C ′k[Bp,α(ω)]
p−1
p

(
|B′|ω1−p′ ,α

|B′|α

)p−1

.

Mémoire de MASTER: Estimations optimales pour le projecteur

de BERGMAN dans le disque unité

45 FOGHEM GOUNOUE Guy Fabrice c© UY1 2014



3.3. Conditions suffisantes

Par conséquent en prenant γk = CkC
′
k on a :

|B|σ,α
|B|α

(
|B|σ1−p′ ,α

|B|α

)p−1

≤ γk[Bp,α(ω)]
1
p′
|B′|ω,α
|B′|α

(
|B′|ω1−p′ ,α

|B′|α

)p−1

≤ γk[Bp,α(ω)]
1
p′+1 ≤ γk[Bp,α(ω)]2.

Maintenant, supposons que B est une boule éloignée du bord de D (r < 1 − |z0|). Tout d’abord, si
on suppose que 1

2(1− |z0) < r < 1− |z0| alors |B|α ' (1− |z0|)2+α ' |B1(z0)|α. Dans ce cas il existe
γ′k > 0 tel que

|B|σ,α
|B|α

(
|B|σ1−p′ ,α

|B|α

)p−1

.
|B1(z0)|σ,α
|B1(z0)|α

(
|B1(z0)|σ1−p′ ,α

|B1(z0)|α

)p−1

≤ γ′k[Bp,α(ω)]2.

Puisque cela se ramène au cas précédent.
Enfin, si 0 < r < 1

2(1−|z0|) alors pour z ∈ B on a les inégalités : 1−|z| < 1−|z0|+d(z, z0) < 2(1−|z0|)
et 1−|z0| < 1−|z|+d(z0, z) < 1−|z|+ 1

2(1−|z0|). Ainsi, 1−|z| < 2(1−|z0|) et 1
2(1−|z0|) < 1−|z|.

Soit,
1
2(1− |z0|) < 1− |z| < 2(1− |z0|).

Ce qui entraîne que |Bk(z0)|α ' (1 − |z0|)2+α ' (1 − |z|)2+α ' |Bk(z)|α. Montrons aussi que,
|Bk(z0)|ω,α ' |Bk(z)|ω,α. Pour cela, prenons ξ dans Bk(z0) alors

d(z, ξ) ≤ d(z, z0) + d(z0, ξ) < r + k(1− |z0|) < (k + 1
2)(1− |z0|) < (2k + 1)(1− |z|).

Ainsi, la boule Bk(z0) est contenue dans la boule B̃k(z) = B(z, a(1−|z|)) où a = 2k+ 1. De la même
manière, on montre que la boule Bk(z) est contenue dans la boule B̃k(z0) = B(z, a(1 − |z0|)). En
plus, on montre en procédant comme dans la preuve du Lemme 3.3.2 que

|Bk(z)|ω,α ≤ |B̃k(z0)|ω,α ≤ δkBp,α(ω)|Bk(z0)|ω,α et |Bk(z0)|ω,α ≤ |B̃k(z)|ω,α ≤ δ
′−1
k Bp,α(ω)|Bk(z)|ω,α

c’est-à-dire δ′k[Bp,α(ω)]−1|Bk(z0)|ω,α ≤ |Bk(z)|ω,α ≤ δkBp,α(ω)|Bk(z0)|ω,α. Et compte tenu du fait que
|Bk(z0)|α ' |Bk(z)|α on déduit l’existence de deux constantes C ′k et C ′′k telles que

C ′k[Bp,α(ω)]−1Rα
kω(z0) ≤ Rα

kω(z) ≤ C
′′

kBp,α(ω)Rα
kω(z0)

ou encore C ′k[Bp,α(ω)]−1σ(z0) ≤ σ(z) ≤ C
′′
kBp,α(ω)σ(z0). Ce qui implique que |B|σ,α ≤ C

′′
kBp,α(ω)σ(z0)|B|α

et |B|σ1−p′ ,α ≤ (C ′k[Bp,α(ω)]−1σ(z0))1−p′ |B|α. Ainsi en prenant γ′′k = C
′′
kC

′−1
k on a :

|B|σ,α
|B|α

(
|B|σ1−p′ ,α

|B|α

)p−1

≤ γ
′′

k [Bp,α(ω)]2.

Conclusion, si on prend Ck plus grand que γk, γ′k et γ′′k alors on obtient que :

|B|σ,α
|B|α

(
|B|σ1−p′ ,α

|B|α

)p−1

≤ Ck[Bp,α(ω)]2.
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Comme B est choisie arbitrairement, Ap,α(Rα
kω) ≤ Ck[Bp,α(ω)]2. �

Théorème 3.3.1. (Muckenhoupt)
Si ω appartient à la classe (Ap,α) avec 1 < p < +∞ alors l’opérateur maximal de Hardy-Littlewood
est de type (p, p) sur Lp(ωdAα). Plus précisement il existe une constante C(ω) telle que pour tout
f ∈ Lp(ωdAα) on a :

‖Mαf‖Lp(ωdAα) ≤ C(ω)‖f‖Lp(ωdAα).

Preuve. Cf [19]

Remarque 3.3.1. Le Théorème 3.3.1 reste valide pour l’opérateur maximal de Hardy-Littlewood
non centré (que nous notons M̃α), puisque Mα et M̃α sont équivalentes . En effet, pour une fonction
localement intégrable f ,

M̃αf(z) = sup
B

1B(z)
|B|α

∫
B
|f(ξ)|dAα(ξ) , z ∈ D.

Il est clair que Mαf(z) ≤ M̃αf(z).
Réciproquement, si B = B(z0, r) est une boule contenant z alors on a les inclusions
B(z0, r) ⊆ B(z, 2r) ⊆ B(z0, 4r). La propriété d’homogénéité entraîne qu’il existe δ0 > 0 tel que
|B(z, 2r)|α ≤ |B(z0, 4r)|α ≤ δ0|B(z0, r)|α. Ainsi,

1
|B|α

∫
B
|f(ξ)|dAα(ξ) ≤ δ0

|B(z, 2r)|α

∫
B(z,2r)

|f(ξ)|dAα(ξ)

≤ δ0Mαf(z).

Il s’en suit que Mαf ≤ M̃αf ≤ δ0Mαf .

Théorème 3.3.2. Si ω ∈ (Bp,α) (1 < p < +∞) alors l’opérateurmα est de type (p, p) sur Lp(ωdAα).
Plus précisement, il existe une constante C > 0 telle que pour toute fonction f dans Lp(ωdAα) :

‖mαf‖pLp(ωdAα) ≤ C[Bp,α(ω)]2‖f‖pLp(ωdAα).

Preuve. Pour simplifier les notations dans cette preuve, C désignera une constante générique ne
dépendant que des constantes issues des résultats qui y seront cités. Tout d’abord, fixons
f ∈ Lp(ωdAα) et k ∈]0, 1/2[. Compte tenu des inégalités (3.17) et (3.18) on a les inégalités :

mαf ≤ CmαR
α
kf ≤ CRα

kmαR
α
kf ≤ C (Rα

k [mαR
α
kf ]p)1/p . (3.23)

Où la dernière inégalité s’obtient de l’inégalité de Hölder de la manière suivante :

Rα
k (mαR

α
kf) (z) = 1

|Bk(z)|α

∫
Bk(z)

1 ·mαR
α
kf(ξ)dAα(ξ)

≤
(

1
|Bk(z)|α

∫
Bk(z)

[mαR
α
kf(ξ)]pdAα(ξ)

)1/p ( 1
|Bk(z)|α

∫
Bk(z)

dAα(z)
)1− 1

p

= (Rα
k [mαR

α
kf ]p(z))1/p .
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En appliquant successivement les inégalités (3.23), (3.19), (3.20) et sachant que mαR
α
kf ≤ MαR

α
kf

on a :

‖mαf‖pLp(ωdAα) ≤ C
∫
D
Rα
k [mαR

α
kf ]pωdAα

≤ C
∫
D
[mαR

α
kf ]pRα

k′ωdAα

≤ CBp,α(ω)
∫
D
[MαR

α
kf ]pRα

kωdAα.

D’autre part, du Lemme 3.3.2 on a Rα
kω ∈ (Ap,α) alors le Théorème 3.3.1 entraîne que

‖mαf‖pLp(ωdAα) ≤ CBp,α(ω)
∫
D
[Rα

kf ]pRα
kωdAα. (3.24)

Où la constante C ici dépend de ω. On montre comme dans l’inégalité (2.16) que

(
1

|Bk(z)|α

∫
Bk(z)

|f(ξ)|dAα(ξ)
)p
≤
(
|Bk(z)|ω1−p′ ,α

|Bk(z)|α

)p−1 ( 1
|Bk(z)|α

∫
|f |p(ξ)ω(ξ)dAα(ξ)

)

c’est-à-dire : [Rα
k |f |]p ≤

(
Rα
k

(
ω1−p′

))p−1
Rα
k (|f |pω). Comme Bk(z) ⊆ B1(z) avec B1(z) ∈ B alors

on vérifie que (Rα
k (ω1−p′))p−1Rα

kω ≤ CBp,α(ω). Ainsi, on a :
∫
D
[Rα

k |f |]pRα
kωdAα ≤

∫
D
Rα
k (|f |pω)[Rα

k (ω1−p′)]p−1Rα
kωdAα

≤ CBp,α(ω)
∫
D
Rα
k (|f |pω)dAα

≤ CBp,α(ω)
∫
D
|f |pω(Rα

k′1)dAα (d’après (3.19))

≤ CBp,α(ω)‖f‖pLp(ωdAα).

Finalement compte tenu de l’égalité (3.24) on obtient :

‖mαf‖pLp(ωdAα) ≤ C[Bp,α(ω)]2‖f‖pLp(ωdAα).

�

3.3.2 Condition suffisante : cas 1 < p < +∞

Nous rappelons que le projecteur maximal de Bergman est l’opérateur défini pour une fonction
f localement intégrable par :

P+
α f(z) =

∫
D

|f(ξ)|
|1− zξ|2+αdAα(ξ).

Remarque 3.3.2. (1) Pour montrer la réciproque du Théorème 3.2.1 il suffit de le faire pour
l’opérateur P+

α .

(2) Pour f ∈ L1(dAα) l’application P+
α f est continue sur D pour la métrique d. En effet, pour
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ξ ∈ D fixé, l’application z 7−→ |f(ξ)|
|1− zξ|2+α est continue sur D pour la métrique d (voir inégalité

(3.5)) et pour z ∈ D fixé, l’application ξ 7−→ |f(ξ)|
|1− zξ|2+α est intégrable car elle est majorée sur

D par |f | 1
(1− |z|)2+α . D’où en vertu du théorème de la continuité de Lebesgue on déduit que

P+
α f est continue.

Lemme 3.3.3. Soit (X,A, µ) un espace mesuré. Soient f et g deux fonctions mesurables positives
telles que pour tout t > 0

µ({x ∈ X : f(x) > t, g(x) ≤ ct}) ≤ aµ({x ∈ X : f(x) > bt}).

Où a, b et c sont des constantes positives telles que a < bp (1 < p < +∞) alors

‖f‖pp ≤
c−p

1− ab−p‖g‖
p
p.

Preuve. Pour tout t > 0 on a :

{x ∈ X : f(x) > t} = {x ∈ X : f(x) > t, g(x) ≤ ct} ∪ {x ∈ X : g(x) > ct}.

Il en découle donc de l’hypothèse que

ptp−1µ({x ∈ X : f(x) > t}) ≤ aptp−1µ({x ∈ X : f(x) > bt}) + ptp−1µ({x ∈ X : g(x) > ct}).

Ce qui entraîne que (1− ab−p)‖f‖pp ≤ c−p‖g‖pp. En effet, plus généralement, si h ∈ Lp(X,µ) et δ > 0
alors

‖h‖pp =
∫
X
|h(x)|pdµ(x)

= δp
∫
X

(∫ |h(x)|
δ

0
ptp−1dt

)
dµ(x)

= δp
∫
X

(∫ +∞

0
ptp−11{|h|>δt}(x)dt

)
dµ(x)

= δp
∫ +∞

0
ptp−1

(∫
X

1{|h|>δt}(x)µ(x)
)

dt d’après Fubini.

D’où δ−p‖h‖pp =
∫ +∞

0
ptp−1µ({x ∈ X : |h(x)| > δt})dt. Ce qui achève la preuve. �

Proposition 3.3.1. Soit β > 0, il existe une constante A > 0 telle que quels que soient ξ ∈ D
R ≥ 1− |z0| et une fonction f positive et localement intégrable et pour tout z ∈ B(z0, R) :

Rβ
∫
d(z0,ξ)≥R

f(ξ)
d(z0, ξ)2+α+β dAα(ξ) ≤ Amαf(ξ).

Preuve. Il suffit d’utiliser un argument de découpage de D \ B̄ en procédant comme dans la preuve
du Théorème 3.1.1 . D’autre part, compte tenu du Lemme 3.1.1 il existe une constante a > 0 telle
que pour tout n ∈ N |B(z0, 2n+1R)|α ≤ a(2n+1R)2+α. Ce qui justifie les inégalités ci-après :
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Rβ
∫
d(z0,ξ)≥R

f(ξ)
d(z0, ξ)2+α+β dAα(ξ) ≤

+∞∑
n=0

1
2n(2+α+β)R2+α

∫
d(z0,ξ)<2n+1R

f(ξ)dAα(ξ)

≤ a22+α
+∞∑
n=0

2−nβ 1
|B(z0, 2n+1R)|α

∫
B(z0,2n+1R)

f(ξ)dAα(ξ)

≤ a22+αmαf(z)
+∞∑
n=0

2−nβ = a22+α

1− 2−βmαf(z).

Il suffit donc de prendre A = a22+α

1− 2−β pour conclure. �

La proposition suivante est très utile dans la preuve du résultat principale de cette section.

Proposition 3.3.2. Soit ω ∈ (Bp,α), on pose σ = Rα
kω avec k ∈]0, 1/2[. On considère la boule

B = B(z′, r) avec 1− |z′| < cr et l’ensemble Q =
{
z ∈ B : 1− |z| < C ′0γ

1
2+α r

}
où C ′0 > 0, 0 < γ < 1,

r > 0 et c > 0 sont des constantes. Alors en considérant Q′ =
{
z ∈ B̄ : 1− |z| < 2C ′0γ

1
2+α r

}
et

B̄ = B(z′, ar) avec a = C ′0 + 1 il existe deux constantes C1 et C2 > 0 indépendante de γ telles que :

|Q|ω,α ≤ C1|Q′|σ,α et |Q′|α ≤ C2γ
α+1
α+2 |B̄|α. (3.25)

Preuve. Si on pose k1 = k
1+k alors pour z ∈ Q et ξ ∈ Bk1(z) on a z ∈ B = B(z′, r), 1−|z| < C ′0γ

1
2+α r

et comme k′1 = k le Lemme 3.3.1 implique que z ∈ Bk(ξ). Ainsi, on a :

d(z′, ξ) ≤ d(z′, z) + d(z, ξ) < r + k1(1− |z|) < r + k1C
′
0γ

1
2+α r < (C ′0 + 1)r

car 0 < k1, γ < 1 ; d’où ξ ∈ B̄ = B(z′, ar) avec a = C ′0 + 1. De plus,

1− |ξ| < 1− |z|+ d(z, ξ) < (k1 + 1)(1− |z|) < 2C ′0γ
1

2+α r

car 0 < k1 < 1. Il suit donc que ξ ∈ Q′ =
{
z ∈ B̄ : 1− |z| < 2C ′0γ

1
2+α r

}
.

Ainsi, on a : 1Q(z)1Bk1 (z)(ξ) ≤ 1Q′(ξ)1Bk(ξ)(z). D’après le Lemme 3.3.1 il existe C1 > 0 tel que
|Bk(ξ)|α ≤ C1|Bk1(z)|α. On déduit alors de ce qui précède que :

|Q|ω,α =
∫
Q

(
ω(z)
|Bk1(z)|α

∫
Bk1 (z)

dAα(ξ)
)
dAα(z)

=
∫
D

(∫
D

1Q(z)1Bk1 (z)(ξ)ω(z)
|Bk1(z)|α

dAα(z)
)

dAα(ξ)

≤ C1

∫
D

(∫
D

1Q′(ξ)1Bk(ξ)(z)ω(z)
|Bk(ξ)|α

dAα(z)
)

dAα(ξ)

= C1

∫
D

(
1Q′(ξ)
|Bk(ξ)|α

∫
Bk(ξ)

ω(z)dAα(z)
)

dAα(ξ)

= C1

∫
Q
σ(ξ)dAα(ξ) = C1|Q′|σ,α.

Venons en à la preuve de la deuxième inégalité. Soit z ∈ B̄ alors, d(z′, z) = ||z′|−|z||+|eiθ−eiϕ| < ar ;
ce qui entraine que ||z′| − |z|| < ar et |eiθ − eiϕ| < ar où z = |z|eiθ et z′ = |z′|eiϕ. De plus, comme
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1 − |z′| < cr alors on a : 1 − |z| < 1 − |z′| + |z′| − |z| < cr + ar < β2. Donc, si z ∈ Q′ alors en
posant β1 = 2C ′0γ

1
2+α r et β2 = (c + a)r, on a 1 − |z| < β1, 1 − |z| < β2 et |eiθ − eiϕ| < ar. D’où,

Q′ ⊆ {z ∈ D : 1 − |z| < min(β1, β2), |eiθ − eiϕ| < ar}. Par conséquent, en utilisant les coordonnées
polaires avec dAα = α+1

π
(1− ρ2)αρdρdθ on obtient :

|Q′|α ≤
α + 1
π

∫
1−ρ<min(β1,β2)

(1− ρ2)αρdρ
∫

|eiθ−eiϕ|<ar

dθ

≤ 2α(α + 1)
π

∫
1−min(β1,β2)<ρ<1

(1− ρ)αdρ
∫

|eiθ−eiϕ|<ar

dθ

. r[−(1− ρ)α+1]11−min(β1,β2) = r(min(β1, β2))α+1

≤ rβα+1
1 = r(2C ′0γ

1
2+α r)α+1 w r2+αγ

α+1
α+2

c’est à dire que
|Q′|α . r2+αγ

α+1
α+2 . (3.26)

D’autre part, comme 1− |z′| < cr, d’après le Lemme 3.1.1, on a
|B̄|α w (ar)2(max(1−|z′|, ar))α w r2+α. On déduit alors de l’inégalité (3.26) qu’il existe une constante
C2 > 0 indépendante de r telle que |Q′|α ≤ C2γ

α+1
α+2 |B̄|α. �

Le résultat fondamentale de section est une conséquence du Théorème ci-après.

Théorème 3.3.3. Soit ω appartenant à la classe (Bp,α) (1 < p < +∞). Il existe deux constantes
positives C et β telles que quels que soient γ assez petit, λ > 0 et quelle que soit la fonction f positive
et localement intégrable :

|{z ∈ D : P+
α f(z) > 2λ,mαf(z) ≤ γλ}|ω,α ≤ CBp,α(ω)γβ|{z ∈ D : P+

α f(z) > λ}|ω,α.

Preuve. Fixons λ > 0, 0 < γ < 1 et f une fonction positive localement intégrable. De la Remarque
3.3.2 on déduit que l’ensemble Eλ = {z ∈ D : P+

α f(z) > λ} est un ouvert de D pour la métrique d. Le
cas où Eλ = D est immédiat ; dans le cas contraire, conformément au Lemme 1.5.2 de décomposition
de Whitney, il existe N ∈ N∗, δ > 1 et une suite de boules {Bj}j∈N tels que :
• Eλ = ⋃

j∈N
Bj, Bj = B(zj, rj) ;

• un point de Eλ ne peut appartenir à plus de N boules Bj ;
• les boules B′j = B(zj, δrj) rencontrent le complémentaire de Eλ dans D.

Il suffit donc de prouver l’inégalité de distribution ci-après :

|{z ∈ B : P+
α f(z) > 2λ,mαf(z) ≤ γλ}|ω,α ≤ CBp,α(ω)γβ|B|ω,α, (3.27)

où B = B(z′, r) est une boule de la décomposition de Whitney de Eλ. Alors il existe
z0 ∈ B′ = B(z′, δr) tel que P+

α f(z0) ≤ λ.
On suppose qu’il existe ξ0 ∈ B tel que mαf(ξ0) ≤ γλ ; puisque dans le cas contraire le membre de
gauche de l’inégalité (3.27) est nul et le résultat est immédiat. Puis, considérons la boule B̃(z0, R) où
R = max(1−|z0|, C0r) et C0 est une constante supérieure à δ et qui est choisie de façon à satisfaire les
conditions de la Proposition 3.1.1 précisément, si C2 et C3 désignent les constantes de la Proposition
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3.1.1, alors pour z ∈ B et ξ ∈ D\B̃, on désire avoir C2d(z, z0) < C0r et
d(z0, ξ) ≥ C2d(z, z0). Mais, d(z, z0) ≤ d(z, z′) + d(z′, z0) < (1 + δ)r car z ∈ B et z0 ∈ B′. On peut
donc prendre C0 = C2(1 + δ) ; dans cette condition, quels que soient z ∈ B et ξ ∈ D\B̃, on a :

d(z0, ξ) ≥ R ≥ C0r ≥ C2d(z, z0).

De plus, comme ξ0 ∈ B = B(z′, r) et z0 ∈ B′ = B(z′, δr) alors, le choix de C0 entraîne que
d(z0, ξ0) ≤ d(z0, z

′) + d(z′, ξ0) < (1 + δ)r < C0r, (car C0 = C2(1 + δ)) c’est-à-dire que
ξ0 ∈ B̃ = B(z0, R). Ainsi, pour z ∈ B et ξ ∈ D\B̃, on a : d(z0, ξ) ≥ C2d(z, z0),
d(z, z0) < C0r

C2
≤ R

C2
et ξ0 ∈ B̃ donc, en appliquant les Propositions 3.1.1 et 3.3.1, on obtient que :

∫
D\B̃

∣∣∣∣ 1
|1− zξ|2+α −

1
|1− z0ξ|2+α

∣∣∣∣f(ξ)dAα(ξ) ≤ C3d(z, z0) 1
2

∫
D\B̃

f(ξ)dAα(ξ)
d(z0, ξ)2+α+ 1

2

≤ C3√
C2
R

1
2

∫
d(z0,ξ)≥R

f(ξ)dAα(ξ)
d(z0, ξ)2+α+ 1

2

≤ AC3√
C2
mαf(ξ0).

Ainsi, en posant f1 = 1
B̃
f et f2 = 1D\B̃f alors on a f = f1 + f2 et on déduit de ce qui précède que :

P+
α f2(z) ≤

∫
D\B̃

∣∣∣∣ f(ξ)dAα(ξ)
|1− z0ξ|2+α

∣∣∣∣+ ∫
D\B̃

∣∣∣∣ 1
|1− zξ|2+α −

1
|1− z0ξ|2+α

∣∣∣∣f(ξ)dAα(ξ)

≤ P+
α f(z0) + A′mαf(ξ0) ≤ λ+ A′γλ où A′ = AC3√

C2
,

et on rappelle que z0 appartient au complémentaire de Eλ et mαf(ξ0) ≤ γλ par hypothèse. Ainsi, la
sous additivité de P+

α entraîne que :

P+
α f ≤ P+

α f1 + P+
α f2 ≤ P+

α f1 + λ+ A′γλ.

Alors pour z ∈ B tel que P+
α f(z) > 2λ, il vient que P+

α f1(z) > (1−A′γ)λ. Puis, en choisissant γ tel
que 0 < γ < 1

A′
, on a P+

α f1(z) > bλ avec b = 1− A′γ > 0 d’où on a les inclusions,

{z ∈ B : P+
α f1(z) > 2λ} ⊆ {z ∈ B : P+

α f1(z) > bλ,mαf(z) ≤ γλ} ⊆ {z ∈ B : P+
α f1(z) > bλ}.

Donc, pour avoir l’inégalité (3.27), il suffit d’avoir l’inégalité :

|{z ∈ B : P+
α f1(z) > bλ}|ω,α ≤ CBp,α(ω)γβ|B|ω,α. (3.28)

Dans l’optique de prouver l’inégalité (3.28), nous allons discuter suivant les valeurs du rayon
R = max(1− |z0|, C0r) de B̃ = B(z0, R). Pour cela, on pose E ′λ = {P+

α f1 ≥ bλ} ∩B.
Premier cas : C0r ≤ 1 − |z0| par conséquent, B̃ = B(z0, 1 − |z0|) et on rappelle que pour z ∈ B,
on a d(z, z0) < (1 + δ)r = C0r

C2
< 1−|z0|

C2
. D’où 1− |z0| ≤ 1− |z|+ d(z, z0) < 1−|z0|

C2
+ 1− |z| ou encore

1−|z| > C ′(1−|z0|) avec C ′ = C2−1
C2

. Ainsi pour tous z ∈ B et ξ ∈ B̃, |1−zξ| ≥ 1−|z| > C ′(1−|z0|).
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Ce qui implique que pour z ∈ B,

P+
α f1(z) =

∫
B̃

f(ξ)dAα(ξ)
|1− zξ|2+α <

1
(C ′(1− |z0|))2+α

∫
B̃

f(ξ)dAα(ξ).

Mais d’après le Lemme 3.1.1 , |B̃|α ' (1− |z0|)2+α ; il existe donc une constante C ′′ > 0 telle que :

P+
α f1(z) < C

′′

|B̃|α

∫
B̃

f(ξ)dAα(ξ) ≤ C
′′
mαf(ξ0) ≤ C

′′
γλ,

puisque ξ0 ∈ B̃ et par hypothèse on a mαf(ξ0) ≤ γλ. En clair, si on choisit γ tel que
P+
α f1(z) ≤ C

′′
γλ < bλ c’est-à-dire que 0 < γ < b

C′′
alors l’ensemble E ′λ = {P+

α f1 > bλ} ∩ B est vide
et l’inégalité (3.28) est vérifiée. Dans la suite, on supposera donc que 0 < γ < γ0 = min( 1

A′
, b
C′′

) et
en conséquence il ne restera plus que le cas suivant :
Deuxième cas : 1 − |z0| < C0r. On a B̃ = B(z0, C0r). En vue d’appliquer la Proposition 3.3.2,
montrons que E ′λ est contenu dans un sous-ensemble de la forme Q = {z ∈ B : 1− |z| < C ′0γ

1
2+α r}.

Comme, mαf(ξ0) ≤ γλ et ξ0 ∈ B̃ alors pour z ∈ E ′λ, on a :

bλ < P+
α f1(z) =

∫
B̃

f(ξ)dAα(ξ)
|1− zξ|2+α <

|B̃|α
(1− |z|)2+αmαf(ξ0) < |B̃|αγλ

(1− |z|)2+α .

De plus, il découle du Lemme 3.1.1 que |B̃|α ' (C0r)2+α, donc il existe une constante δ1 > 0 telle
que
bλ < (δ1C0)2+αγλ

(1−|z|)2+α c’est-à-dire que 1− |z| < C ′0γ
1

2+α r avec C ′0 = δ1C0b
− 1

2+α d’où, E ′λ ⊆ Q.

Considérons le poids régularisé défini par σ = Rα
kω, avec k ∈]0, 1

2 [. Il vient du Lemme 3.3.2 que,
σ ∈ (Ap,α) donc σ ∈ (A∞,α) puisque (Ap,α) ⊆ (A∞,α).

Ce qui nous conduit à admettre le Lemme qui suit.

Lemme 3.3.4. [9] Si σ ∈ (A∞,α) alors, il existe deux constantes positives A et β0 telles que quels
que soient la boule B et le sous-ensemble mesurable E de B on a :

|E|σ,α ≤ A

(
|E|α
|B|α

)β0

|B|σ,α.

D’autre part, comme 1−|z0| ≤ C0r| et z0 ∈ B′ = B(z′, δr) alors on a : 1−|z′| < 1−|z0|+|z0|−|z′| ≤
1− |z0|+ d(z0, z

′) < C0r + δr d’où 1− |z′| < 2C0r puisque C0 = C2(δ + 1).
Dans la suite, C désignera une constante générique dépendant des constantes issues des résultats qui
seront cités.
Compte tenu du fait que Q′ est un sous ensemble mesurable de B̄ = B(z′, ar), on déduit de la
Proposition 3.3.2 et du Lemme 3.3.4 les inégalités suivantes :

|Q|ω,α ≤ C|Q′|σ,α ≤ C

(
|Q′|α
|B̄|α

)β0

|B̄|σ,α ≤ Cγ
α+1
α+2β0|B̄|σ,α.
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Comme E ′λ est contenu dans Q′ = {z ∈ B̄ : 1− |z| < C ′0γ
1

2+α r}, il suit que pour β = α+1
α+2β0 on a :

|E ′λ|ω,α ≤ Cγβ|B̄|σ,α. (3.29)

On montre comme pour obtenir l’inégalité (3.22) que |B̄|σ,α ≤ C|
'
B|ω,α avec

'
B = B(z′, (2k + 1)ar).

Il reste nous à montrer que |
'
B|ω,α ≤ CBp,α(ω)|B|ω,α. Supposons que r < 1− |z′| ; comme 0 < k < 1

2

on déduit que :B ⊆ B̄ ⊆
'
B = B(z′, (2k + 1)ar) ⊆ B2a(z′) avec B2a(z′) = B(z′, 2a(1− |z′|)) ∈ B. En

prenant f = 1B dans l’inégalité (2.17) on déduit que :
(
|B|α

|B2a(z′)|α

)p
≤ Bp,α(ω) |B|ω,α

|B2a(z′)|ω,α
. (3.30)

D’après le Lemme 3.1.1 on a :|B|α ' |B2a(z′)|α ' |
'
B|α car de ce qui précède on a : r < 1−|z′| < 2C0r.

Du fait que
'
B ⊆ B2a(z′), l’inégalité (3.30) entraîne que

|
'
B|ω,α ≤ |B2a(z′)|ω,α ≤ CBp,α(ω)|B|ω,α.

Maintenant, si r ≥ 1 − |z′| alors, le Lemme 2.4.1 de la page 27 implique que B ∈ B. Ainsi, en
remplaçant B2a(z′) par

'
B dans l’inégalité (3.30) et en utilisant aussi le fait que |B|α ' |

'
B|α on déduit

également que
|
'
B|ω,α ≤ CBp,α(ω)|B|ω,α.

Il découle donc, de l’inégalité (3.29) que :

|E ′λ|ω,α = |{z ∈ B : P+
α f1(z) > bλ}|ω,α ≤ CBp,α(ω)γβ|B|ω,α.

Ce qui prouve l’inégalité (3.28) ainsi que l’inégalité (3.27). Par conséquent, l’inégalité (3.27) est
vérifiée pour toute boule Bj, j ∈ N. D’une part, pour z ∈ D tel que P+

α f(z) > 2λ on a :
z ∈ Eλ = {P+

α f > λ} = ⋃
j∈N

Bj. D’où, il existe j ∈ N tel que z ∈ Bj ce qui implique que

{P+
α f > 2λ,mαf ≤ γλ} ⊆

⋃
j∈N
{P+

α f > 2λ,mαf ≤ γλ}
⋂
Bj

et l’inégalité (3.27) entraîne que :

|{P+
α f > 2λ,mαf ≤ γλ}|ω,α ≤

+∞∑
j=0
|{P+

α f > 2λ,mαf ≤ γλ}
⋂
Bj|ω,α ≤ CBp,α(ω)γβ

+∞∑
j=0
|Bj|ω,α.

D’autre part, comme un point de Eλ ne peut appartenir à plus de N boules Bj, on déduit que pour
tout n ∈ N on a :

n∑
j=0

1Bj ≤ N1{P+
α f>λ} ; ce qui implique que

+∞∑
j=0
|Bj|ω,α ≤ N |{P+

α f > λ}|ω,α.
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Finalement, pour tout λ > 0 et 0 < γ < γ0 on a :

|{z ∈ D : P+
α f(z) > 2λ,mαf(z) ≤ γλ}|ω,α ≤ CBp,α(ω)γβ|{z ∈ D : P+

α f(z) > λ}|ω,α.

�

Théorème 3.3.4. Soit (ω ∈ Bp,α) avec 1 < p < +∞. Alors, P+
α est de type (p, p) sur Lp(ωdAα).

De plus, le projecteur de Bergman est bien défini sur Lp(ωdAα).

Preuve. Soit f ∈ Lp(ωdAα). En appliquant le Théorème 3.3.3 et le Lemme 3.3.3 on a :

‖P+
α f‖

p
Lp(ωdAα) ≤ C ′p,α(ω)‖mαf‖pLp(ωdAα).

Où C ′p,α(ω) = 2pγ−p
1−2pCBp,α(ω)γβ et γ est choisi tel que 1−2pCBp,α(ω)γβ > 0. Il découle donc du Théorème

3.3.2 que :
‖P+

α f‖
p
Lp(ωdAα) ≤ C̃p,α(ω)‖f‖pLp(ωdAα) (3.31)

Ce qui prouve que P+
α est de type (p, p) sur Lp(ωdAα) où, C̃p,α(ω) = C ′p,α(ω)C[Bp,α(ω)]2 . D’autre

part, comme ω1−p′ est localement intégrable puisque ω1−p′ ∈ (Bp′,α) alors, pour z ∈ D il existe r > 0
tel que |D(z, r)|ω1−p′ ,α < +∞. Pour ξ ∈ D, on a 1 − |z| < |1 − zξ| et comme −p′

p
= 1 − p′ alors on

déduit de l’inégalié de Hölder que :

P+
α f(z) =

∫
D

|f(ξ)|
|1− zξ|2+αdAα(ξ) ≤ 1

(1− |z|)2+α

∫
D
|f(ξ)|

(
ω(ξ)1D(z,r)(ξ)

) 1
p
(
ω(ξ)1D(z,r)(ξ)

)− 1
p dAα(ξ)

≤
‖f‖Lp(ωdAα)

(1− |z|)2+α |D(z, r)|
1
p′

ω1−p′ ,α
< +∞.

Ce qui prouve que Pα est bien défini et achève ainsi la preuve du Théorème. �

On résume la situation dans le cas 1 < p < +∞ dans le corollaire suivant.

Corollaire 3.3.1. Soit ω un poids sur D alors il y a équivalence entre :

1. Pα est bien défini et est de type (p, p) sur Lp(ωdAα) ;

2. P+
α est de type (p, p) sur Lp(ωdAα) ;

3. ω ∈ (Bp,α).

3.3.3 Condition suffisante : cas p = 1

Il suffit toujours comme dans le cas 1 < p < +∞ de prouver le résultat pour le projecteur maximal
P+
α . Pour cela, nous commençons d’abord par établir le théorème suivant.

Théorème 3.3.5. Soit ω un poids de la classe (B1,α). Il existe une constante C1 > 0 telle que pour
tout f ∈ L1(ωdAα) :

|{z ∈ D : mαf(z) > λ}|ω,α <
C1[B1,α(ω)]2

λ
‖f‖L1(ωdAα), λ > 0.
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Preuve. Fixons f dans L1(ωdAα), λ > 0 et introduisons la fonction maximale centrée définie par :

m′αf(z) = sup
r≥1−|z|

1
|B(z, r)|α

∫
B(z,r)

|f |dAα.

On montre comme dans le cas de la fonction maximale de Hardy-Littlewood (voir Remarque 3.3.1)
qu’il existe une constante C > 0 telle que Cmαf ≤ m′αf ce qui montre que,

Eλ = {z ∈ D : mαf(z) > λ} ⊆ {z ∈ D : m′αf(z) > Cλ}.

Ainsi pour z pris dans Eλ, il existe rz ≥ 1− |z| tel que 1
|Bz |α

∫
Bz

|f |dAα > Cλ, avec Bz = B(z, rz). Il

en résulte que : Eλ ⊆
⋃

z∈Eλ
Bz et donc, en vertu du lemme de recouvrement de Vitali (Lemme 1.5.1),

on peut extraire de Eλ une suite {zj}zj∈N et on peut trouver une constante δ > 1 telles que :
• Les boules Bj = B(zj, rzj) soient deux à deux disjointes ;
• Eλ ⊆

⋃
j∈N

B′j où B′j = B(zj, δrzj).

Puisque rzj ≥ 1 − |zj|, les boules Bj et B′j étant des éléments de B, alors on déduit des Propriétés
3.2.1 qu’il existe une constante δ1 > 0 telle que |B′j|ω,α ≤ δ1B1,α(ω)|Bj|ω,α. D’autre part pour j ∈ N
on a :

Cλ <
1
|Bj|α

∫
Bj

|f |dAα = 1
|Bj|ω,α

∫
Bj

|f |ωω−1 |Bj|ω,α
|Bj|α

dAα ≤
B1,α(ω)
|Bj|ω,α

∫
Bj

|f |ωdAα.

C’est-à-dire que |Bj|ω,α ≤ C−1B1,α(ω)
λ

∫
Bj

|f |ωdAα. Il en découle que :

|Eλ|ω,α ≤ |
⋃
j∈N

B′j|ω,α ≤ δ1B1,α(ω)
+∞∑
j=0
|Bj|ω,α ≤ δ1C

−1[B1,α(ω)]2
λ

+∞∑
j=0

∫
Bj

|f |ωdAα

= δ1C
−1[B1,α(ω)]2

λ

∫
∪j∈NBj

|f |ωdAα ≤
δ1C

−1[B1,α(ω)]2
λ

‖f‖L1(ωdAα).

C’est-à-dire que |Eλ| = |{z ∈ D : mαf(z) > λ}|ω,α < C1[B1,α(ω)]2
λ

‖f‖L1(ωdAα) où C1 = δC−1. �

Proposition 3.3.3. Soit δ > 1, si B′ = B(z0, δr) désigne la δ-dilatée d’une boule B = B(z0, δr)
alors il existe une constante δ0 > 0 qui dépend uniquement de δ et α telle que pour toute fonction g
positive à support dans B et tout z dans D \B′ :

P+
α g(z) ≤ δ0P

+
α g̃(z), où g̃(z) = 1B(z)

|B|α

∫
B

g(ξ)dAα(ξ).

Preuve. Fixons z dans D\B′, z′ et ξ dans B alors on a : δr ≤ d(z, z0) ≤ d(z, ξ)+d(ξ, z0) < d(z, ξ)+r
c’est-à-dire que d(z, ξ) > (δ − 1)r. Donc, d(z′, ξ) < 2r < 2

δ−1d(z, ξ) < 6
δ−1 |1 − zξ| (d’après (3.1)).

Ainsi, pour tous z′, ξ ∈ B on a :

|1− zz′| ≤ |1− zξ|+ |z′ − ξ| ≤ |1− zξ|+ d(z′, ξ) <
(
δ + 5
δ − 1

)
|1− zξ|.
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Ce qui implique qu’en prenant δ0 =
(
δ+5
δ−1

)2+α
on a :

1
|1− zξ|2+α ≤

δ0

|B|α

∫
B

dAα(z′)
|1− zz′|2+α .

Ensuite, en intégrant par rapport à ξ et compte tenu du fait que g est à support dans B on obtient

P+
α g(z) =

∫
B

g(ξ)dAα(ξ)
|1− zξ|2+α ≤ δ0

∫
B

g(ξ)
|B|α

( ∫
B

dAα(ξ)
|1− zz′|2+α

)

= δ0

∫
D

1B(z′)
|1− zz′|2+α

( 1
|B|α

∫
B

g(ξ)dAα(ξ)
)

dAα(z′)

= δ0

∫
D

g̃(z′)
|1− zz′|2+αdAα(z′) = δ0P

+
α g̃(z). �

En vue d’atteindre l’objectif principal de cette partie, nous établir un découpage de type Calderòn-
Zygmund d’une fonction f en bonne et mauvaise fonction.

Lemme 3.3.5. (Découpage de Calderòn-Zygmund)

Soient k ∈]0, 1
2 [, λ > 0 et f une fonction positive localement intégrable. On suppose que {z ∈ D :

mαf(z) > λ} 6= D. Alors on peut écrire que f = b+m où b et m sont des fonctions telles que :
• Rα

k b ≤ Ckλ, Ck dépend uniquement de k.
• Il existe une constante C0 > 0 et une famille F de boules presque disjointes contenue dans
{mαf > λ} vérifiant r(B) ≥ 1

2d(B, ∂D) pour B ∈ F , si r(B) désigne le rayon de B ; en plus,
m ' ∑

B∈F
mB. Où mB est à support dans B et 1

|B|α

∫
B
mBdAα ≤ C0λ.

Preuve. Commençons par remarquer que l’ensemble Eλ = {z ∈ D : mαf(z) > λ} est ouvert de D
pour la métrique d. En effet, pour z ∈ Eλ, il existe une boule Bz ∈ B telle que 1

|Bz |α

∫
Bz

fdAα > λ.

Pour ξ ∈ Bz, on a mαf(ξ) ≥ 1
|Bz|α

∫
Bz

fdAα > λ ; donc ξ ∈ Eλ c’est-à-dire que la boule Bz est

contenue dans Eλ. Ce qui montre que Eλ est un ouvert de D. Donc en appliquant le Lemme 1.5.2
(page 14) de décomposition de Whitney, on peut trouver un entier naturel non nul N , un réel δ > 1
et une suite {Bj}j∈N de boules avec Bj = B(zj, rj) vérifiant :
• Eλ = ⋃

j∈N
Bj ;

• un point de Eλ ne peut appartenir à plus de N boules Bj ;
• chaque boule B′j = B(zj, δrj) rencontre le complémentaire de Eλ dans D.
Considérons F comme étant la collection (éventuellement vide) de toutes les boules Bj telles

que rj ≥ 1
2d(Bj, ∂D), j ∈ N. Si on pose Fλ = {mαf ≤ λ} ∪ ⋃

Bj 6∈F
Bj et F ′λ = ⋃

Bj∈F
Bj alors on a,

D = Fλ ∪ F ′λ et Fλ ∩ F ′λ = ∅ . On peut donc écrire que f = b + m avec b = f1Fλ et m = f1F ′
λ
.

D’autre part, pour j ∈ N, B′j rencontre {mαf ≤ λ} en un point ξj. L’homogénéité de la mesure dAα
implique qu’il existe une constante C0 > 0 telle que :

1
|Bj|α

∫
Bj

f1BjdAα ≤
C0

|B′j|α

∫
B′j

f1BjdAα ≤ C0mαf(ξj) ≤ C0λ.

Mémoire de MASTER: Estimations optimales pour le projecteur

de BERGMAN dans le disque unité

57 FOGHEM GOUNOUE Guy Fabrice c© UY1 2014



3.3. Conditions suffisantes

Soit 1
|Bj |α

∫
Bj

mBjdAα ≤ C0λ où on pose mBj = f1Bj . De plus, il résulte du fait qu’un point de Eλ ne

peut appartenir à plus de N boules Bj que ∑
Bj∈F

f1Bj ≤ Nf1F ′
λ
ou encore ∑

Bj∈F
mBj ≤ Nm. Ainsi,

m ≤ ∑
Bj∈F

mBj ≤ Nm c’est-à-dire que m ' ∑
Bj∈F

mBj .

Pour terminer, il reste à montrer qu’il existe une constante Ck > 0 telle que Rα
k b ≤ Ckλ. Pour ce faire,

nous montrons d’abord que pour toute boule B = B(ξ0, r) appartenant à B on a 1
|B|α

∫
B
bdAα ≤ Cλ.

Si b est nulle sur B, le résultat est immédiat. Par contre, si on suppose que b est non nulle sur B
alors nécessairement, il existe ξ ∈ B tel que 1Fλ(ξ) 6= 0 (Fλ = {mαf ≤ λ} ∪ ⋃

Bj 6∈F
Bj). Dans le cas où

mαf(ξ) ≤ λ on a le résultat puisque 1
|B|α

∫
B
bdAα ≤ mαf(ξ) ; sinon, il existe une boule Bj 6∈ F telle

que ξ ∈ Bj = B(zj, rj). Comme B′j rencontre {mαf ≤ λ} alors il existe ξj ∈ B′j = B(zj, δrj) tel que
mαf(ξj) ≤ λ. Mais, comme Bj 6∈ F c’est-à-dire que rj < 1

2d(Bj, ∂D) on a :

d(ξ0, ξj) ≤ d(ξ0, ξ) + d(ξ, zj) + d(zj, ξj) < r + (1 + δ)rj < r + (1 + δ)
2 d(Bj, ∂D).

On rappelle que d(Bj, ∂D) = inf{d(z, eiθ), eiθ ∈ ∂D, z ∈ Bj}. D’où comme ξ ∈ Bj on a
d(Bj, ∂D) ≤ d(eiθ, eiθ|ξ|) = 1 − |ξ| si ξ = eiθ|ξ| ou d(Bj, ∂D) ≤ d(1, 0) = 1 si ξ = 0 on déduit alors
que :

d(ξ0, ξj) < r + (1 + δ)
2 (1− |ξ|) < r + (1 + δ)

2 (1− |ξ0|+ d(ξ0, ξ)) < (2 + δ)r

car 1 − |ξ0| ≤ r et ξ ∈ B. Ainsi, ξj ∈ B′ = B(ξ0, (2 + δ)r) et par homogénéité de la mesure dAα il
existe une constante C ′0 > 0 telle que :

1
|B|α

∫
B

bdAα ≤
C ′0
|B′|α

∫
B′

fdAα ≤ C ′0mαf(ξj) ≤ C ′0λ.

Il en découle donc que mαb ≤ C ′0λ. Comme |Bk(z)|α ' |B1(z)|α ; il existe δk > 0 tel que :

Rα
k b(z) = 1

|Bk(z)|α

∫
Bk(z)

bdAα ≤
δk

|B1(z)|α

∫
B1(z)

bdAα ≤ δkmαb(z).

D’où Rα
k b ≤ Ckλ avec Ck = δkC

′
0 car mαb ≤ C ′0λ. �

Regardons à présent les conséquences du choix de la famille F du Lemme 3.3.5.

Proposition 3.3.4. Soit ω ∈ (B1,α). Si B′ = B(z0, δr) désigne la δ-dilatée d’une boule B(z0, r)
vérifiant r ≥ 1

2d(B, ∂D) avec δ > 1. Alors il existe une constante C > 0 indépendante de B telle que :

|B′|ω,α ≤ CB1,α(ω)|B|ω,α; (3.32)

|B|ω,αω−1 ≤ CB1,α(ω)|B|α. (3.33)

Preuve. Si B appartient à B alors (3.32) découle de l’homogénéité de la mesure ωdAα pour les
éléments de B et (3.33) est immédiat par définition de (B1,α). Dans le cas où B n’appartient pas à
B c’est-à-dire que r < 1− |z0| alors on a B′ ⊆ Bδ(z0) avec Bδ(z0) = B(z0, δ(1− |z0|)).

Tout d’abord, montrons d’abord que 1−|z0|
4 < r < 1 − |z0|. Si r ≥ 1−|z0|

2 > 1−|z0|
4 alors le résultat

est immédiat. Nous pouvons supposer que r < 1−|z0|
2 , alors pour tous z ∈ B et eiθ ∈ ∂D on a les
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inégalités ci-après :

1− |z0| < d(eiθ, z0) ≤ d(eiθ, z) + d(z, z0) < d(eiθ, z) + r < d(eiθ, z) + 1− |z0|
2 .

Il suit donc que 1−|z0|
2 < d(B, ∂D) et par hypothèse, d(B, ∂D) ≤ 2r. D’où 1−|z0|

4 < r et donc dans
tous les cas, on a 1−|z0|

4 < r < 1− |z0|. D’après le Lemme 3.1.1, |B|α ' (1− |z0|)2+α ' |Bδ(z0)|α avec
Bδ(z0) = B(z0, δ(1 − |z0|)). Donc il existe une constante C > 0 telle que |Bδ(z0)|α ≤ C|B|α. Mais,
comme Bδ(z0) ∈ B et ω ∈ (B1,α) alors pour tout z ∈ D, on a

1Bδ(z0)(z)|Bδ(z0)|ω,α ≤ ω(z)B1,α(ω)|Bδ(z0)|α.

Comme B ⊆ B′ ⊆ Bδ(z0) alors, en intégrant cette dernière inégalité sur B on obtient :

|Bδ(z0)|ω,α ≤
|Bδ(z0)|α
|B|α

B1,α(ω)|B|ω,α ≤ CB1,α(ω)|B|ω,α

Ainsi comme B′ ⊆ Bδ(z0) alors on a : |B′|ω,α ≤ CB1,α(ω)|B|ω,α. Ce qui prouve l’inégalité (3.32).
Pour l’inégalité (3.33), compte tenu du fait que |Bδ(z0)|α ≤ C|B|α on a :

|B|ω,αω−1 ≤ |Bδ(z0)|ω,α
|Bδ(z0)|α

|Bδ(z0)|αω−1 ≤ ω−1mαω|Bδ(z0)|α ≤ CB1,α(ω)|B|α

�

Théorème 3.3.6. Soit ω ∈ (B1,α). Il existe une constante C > 0 telle que pour tout f appartenant
à L1(ωdAα) et λ > 0 on a :

|{z ∈ D : P+
α b(z) > λ

2}|ω,α ≤
CB1,α(ω)

λ
‖f‖L1(ωdAα) (3.34)

|{z ∈ D \
⋃
Bj∈J

B′j : P+
α m(z) > λ

2}|ω,α ≤
CB1,α(ω)

λ
‖f‖L1(ωdAα) (3.35)

Où |f | = b+m est la décomposition obtenue au Lemme 3.3.5.

Preuve. D’après la Propriété 2.4.1, ω ∈ (B1,α) ⊆ (B2,α) et donc il découle du Théorème 3.3.4 que
P+
α est de type (2, 2) sur L2(ωdAα) on en déduit que P+

α est de type faible (2, 2) sur L2(ωdAα). D’où
il existe C2 = C2,α(ω) > 0 tel que pour tout f ∈ L2(ωdAα) :

|{P+
α f > λ}|ω,α ≤

C2

λ2 ‖f‖
2
L2(ωdAα), λ > 0. (3.36)

D’après l’inégalité (3.21) on a P+
α b ≤ C ′kP

+
α R

α
k b avec k ∈]0, 1

2 [, alors des inégalités (3.36), Rα
k b ≤ Ckλ

(voir Lemme 3.3.4) et (3.19) il suit que :
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|{P+
α b >

λ

2}|ω,α ≤ |{P
+
α R

α
k b >

λ
2C′

k
}|ω,α ≤

4C2(C ′k)2

λ2

∫
D
(Rα

k b)2ωdAα

≤ C

λ

∫
D
Rα
k bωdAα ≤ C

λ

∫
D
bRα

k′ωdAα

≤ C
B1,α(ω)

λ

∫
D
bωdAα ≤ C

B1,α(ω)
λ
‖f‖L1(ωdAα).

C ici est une constante générique et la dernière estimation s’obtient en raison de l’appartenance
de ω à (B1,α) comme suit :

Rα
k′ω(z) = |Bk′(z)|ω,α

|Bk′(z)|α
≤ C
|B1(z0)|ω,α
|B1(z0)|α

< CB1,α(ω)ω(z).

On a ainsi prouvé l’inégalité (3.34)

Venons-en à la preuve de l’inégalité (3.35). Pour cela, nous conservons les notations du Lemme
3.3.5 en considérant

m̃ =
∑
Bj∈F

m̃Bj avec m̃Bj =
1Bj
|Bj|α

∫
Bj
mBjdAα =

1Bj
|Bj|α

∫
Bj
|f |dAα.

On sait d’après le Lemme 3.3.5 que m̃Bj(z) ≤ C0λ et comme z ne peut appartenir à plus N boules
Bj alors on déduit que m̃ = ∑

Bj∈F
m̃Bj(z) ≤ NC0λ et par le même argument, on a ∑

Bj∈F
|f |1Bj ≤ N |f |,

car pour tout n ∈ N,
n∑
j=0
|f |1Bj ≤ N |f |. Ce qui justifie donc que :

∫
D
|m̃(z)|2ω(z)dAα ≤ Cλ

∫
D
m̃(z)ω(z)dAα

≤ Cλ
∑
Bj∈F

∫
D
m̃Bj(z)ω(z)dAα(z)

= Cλ
∑
Bj∈F

∫
D

(1Bj(z)ω(z)
|Bj|α

∫
Bj
|f |dAα

)
dAα(z)

= Cλ
∑
Bj∈F

∫
Bj
|f |ωω−1 |Bj|ω,α

|Bj|α
dAα

≤ CλB1,α(ω)
∑
Bj∈F

∫
D
|f |1BjωdAα (d’après 3.33)

≤ CλB1,α(ω)
∫
D
|f |ωdAα.

c’est-à-dire que
‖m̃‖2

L2(ωdAα) ≤ CλB1,α(ω)‖f‖L1(ωdAα) (3.37)

où C est une constante générique. Mais, d’après la Proposition 3.3.3, il existe une constante δ0 > 0
telle que pour tout z ∈ D \ ⋃

Bj∈F
B′j on a P+

α mBj(z) ≤ δ0P
+
α m̃Bj(z). Comme m(z) ≤ ∑

Bj∈F
mBj(z), P+

α

est sous-additif et les boules Bj sont presque disjointes il suit que :

P+
α m(z) ≤ δ0

∑
Bj∈F

P+
α m̃Bj(z) ≤ Nδ0P

+
α (

∑
Bj∈F

m̃Bj)(z).
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D’où on a P+
α m(z) ≤ Nδ0P

+
α m̃(z), puis des inégalités (3.36) et (3.37) on déduit que

|{z ∈ D \
⋃

Bj∈F
B′j : P+

α m(z) > λ

2}|ω,α ≤ |{z ∈ D \
⋃

Bj∈F
B′j : P+

α m̃(z) > λ

2Nδ0
}|ω,α

≤ C2

λ
‖m̃‖2

L2(ωdAα) ≤
CB1,α(ω)

λ
‖f‖L1(ωdAα). �

Corollaire 3.3.2. Si ω ∈ (B1,α) alors le projecteur de Bergman est bien définie et s’étend en un
opérateur faiblement continue sur L1(ωdAα).

Preuve. Fixons λ > 0 et f dans L1(ωdAα) pour des raisons de commodité, nous supposons que C
est une constante générique. Si D = {mαf > λ} alors du Théorème 3.3.5, on a

|{P+
α f > λ}|ω,α ≤ |{mαf > λ}|ω,α ≤

C[B1,α(ω)]2
λ

‖f‖L1(ωdAα) ≤
C1,α(ω)

λ
‖f‖L1(ωdAα).

Dans le cas contraire, en utilisant les notations du Lemme 3.3.5 où on pose |f | = b+m alors on a :

{P+
α f > λ} ⊆ {P+

α b >
λ

2} ∪ {z ∈ D \
⋃

Bj∈F
B′j : P+

α m(z) > λ

2} ∪ {z ∈
⋃

Bj∈F
B′j : P+

α m(z) > λ

2}.

Comme le dernier sous ensemble est contenu dans ⋃
Bj∈F

B′j alors, des inégalités (3.34) et (3.35) il suit
que :

|{P+
α f > λ}|ω,α ≤

C1,α(ω)
λ
‖f‖L1(ωdAα) +

∣∣∣∣ ⋃
Bj∈F

B′j

∣∣∣∣
ω,α
. (3.38)

Les boules Bj étant presque disjointes, alors :
∑

Bj∈F
1Bj ≤ N1 ⋃

Bj∈F
Bj
. Puis, en consultant la preuve du

Lemme 3.3.5 on note que {mαf > λ} = ⋃
j∈N

Bj ainsi on a :

∑
Bj∈F

|Bj|ω,α ≤ N
∣∣∣∣ ⋃
Bj∈F

Bj

∣∣∣∣
ω,α
≤ N |{mαf > λ}|ω,α.

Mais, d’après la Proposition 3.3.4 quel que soit Bj ∈ F on a |B′j|ω,α ≤ CB1,α(ω)|Bj|ω,α. Alors, de
ceci et du Théorème 3.3.5 on obtient :∣∣∣∣ ⋃

Bj∈F
B′j

∣∣∣∣
ω,α
≤ CB1,α(ω)

∑
Bj∈F

|Bj|ω,α ≤ CB1,α(ω)|{mαf > λ}|ω,α

≤ C[B1,α(ω)]3
λ

‖f‖L1(ωdAα) ≤
C1,α(ω)

λ
‖f‖L1(ωdAα).

On déduit donc de l’inégalité (3.38) que : |{P+
α f > λ}|ω,α ≤ C1,α(ω)

λ
‖f‖L1(ωdAα). D’autre part, comme

ω ∈ (B1,α) ⊆ (B2,α) on déduit alors du Théorème 3.3.4 que Pα est bien défini. �

On résume la situation dans le cas p = 1 dans le corollaire suivant.

Corollaire 3.3.3. Soit ω un poids sur D alors il y a équivalence entre :

1. Pα est bien défini et est de type faible (1, 1) sur L1(ωdAα) ;

2. P+
α est de type faible (1, 1) sur L1(ωdAα) ;

3. ω ∈ (B1,α).
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3.3. Conditions suffisantes

Nous avons établi la preuve du théorème de Békollé-Bonami. Dans le cas 1 < p < +∞ l’inégalité
(3.31) prouve la continuité du projecteur de Bergman sur Lp(ωdAα) lorsque ω ∈ (Bp,α) sans donner
une réelle précision sur la dépendance de la constante C̃p,α(ω) par rapport au poids ω. Au prochain
chapitre, nous établirons une nouvelle preuve du Théorème 3.3.4 qui permet d’obtenir une meilleur
précision de cette constante (et même de la norme du projecteur de Bergman).
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? ? Chapitre Quatre ? ?

Estimations optimales pour le projecteur
de Bergman dans le disque unité

Dans ce chapitre, on se propose d’établir une estimation optimale du projecteur de Bergman Pα
sur Lp(ωdAα) par rapport à la caractéristique Bp,α(ω) avec 1 < p < +∞ de Békollé-Bonani à une
constante linéaire près. Il s’agit du résultat de Sandra-Pott et Maria Carmen Reguera [21] qui stipule
que :

‖Pα‖Lp(ωdAα)→Lp(ωdAα) ≤ Cp,α[Bp,α(ω)]max(1, 1
p−1 ) (4.1)

où Cp,α est une constante indépendante de ω.

Pour la preuve de ce résultat, la notion de grille dyadique constitue un outil essentiel à travers
lequel on définit l’opérateur dyadique qui est un opérateur équivalent au projecteur maximal de
Bergman permettant ainsi d’obtenir l’estimation (4.1) dans le cas p = 2. Puis, nous terminons en
utilisant de manière adaptée la méthode d’extrapolation de Rubio de Francia et le fait que Pα est
auto-adjoint. Mais avant, nous montrons d’abord que le problème (4.1) est équivalent à celui du
demi-plan complexe supérieur. Il suffira alors de le faire dans le cas p = 2 puisque le cas p 6= 2 n’en
est qu’une conséquence.

4.1 Préliminaires

H = {z ∈ C : Im(z) > 0} désigne le demi-plan complexe supérieur.

Proposition 4.1.1. L’application définie sur H par φ(z) = i−z
i+z est biholomorphe de H dans D.

Preuve. Soit z ∈ H, alors on a 1−|φ(z)|2 = 4Im(z)
|i+z|2 . Donc, Im(z) > 0 si et seulement si |φ(z)| < 1 ou

encore z ∈ H si et seulement si φ(z) ∈ D. On vérifie que φ est une application bijective de H dans D
dont la réciproque est définie par ψ(ξ) = i(1−ξ)

1+ξ , ξ ∈ D. En outre, il est évident que φ est holomorphe
sur H et ψ sur D. � ù

Remarque 4.1.1. On sait que le jacobien réel de la transformation conforme φ par rapport à la
mesure de Lebesgue est donné par J(z) = |φ′(z)|2. Ainsi, pour z ∈ H, on a

dAα(φ(z)) = (α + 1)(1− |φ(z)|2)αdA(φ(z)) = 2α|φ′(z)|(2+α)dA′α(z),
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4.1. Préliminaires

où dA′α(z) = α+1
π

(Im(z))αdA(z) et dA(z) est la mesure de Lebesgue sur H.

Théorème 4.1.1. Soient −1 < α < +∞, 1 < p < +∞ et ω un poids sur D. L’application
Tp : Lp(D, ωdAα) −→ Lp(H, ω◦φdA′α) avec Tpf(z) = 2

α
p (φ′(z))

2+α
p f◦φ(z), z ∈ H est un isomorphisme

isométrique.

Preuve. Soit f ∈ Lp(D, ωdAα), soit ξ = φ(z), z ∈ H, en utilisant la Remarque 4.1.1 on a :

‖f‖pLp(D,ωdAα) =
∫
H
|f ◦ φ(z)|pω ◦ φ(z)dAα(φ(z))

=
∫
H

2α|f ◦ φ(z)|p|φ′(z)|2+αω ◦ φdA′α(z)

= ‖Tpf‖pLp(H,ω◦φdA′α).

D’où ‖f‖Lp(D,ωdAα) = ‖Tpf‖Lp(H,ω◦φdA′α) ce qui prouve que Tp est une isométrie. De plus, il est clair
que Tp est linéaire et bijective dont la réciproque est définie pour g ∈ Lp(H, ω ◦ φdA′α) par :

T−1
p g(ξ) = 2−

α
p (φ′ ◦ ψ(ξ)−

2+α
p g ◦ ψ(ξ) = 2−

α
p (ψ′(ξ))

2+α
p g ◦ ψ(ξ), ξ ∈ D,

où ψ désigne la réciproque de φ. �

Proposition 4.1.2. Pour −1 < α < +∞, si A2(H, dA′α) désigne l’espace de Bergman sur H
relativement à la mesure dA′α alors le noyau de Bergman y est défini par

K ′α(z, ξ) = −(−2i)α

(z − ξ)2+α , z, ξ ∈ H.

Preuve. Soit f ∈ A2(H, dA′α), en prenant ω = 1 dans le Théorème 4.1.1, on déduit que g =
2−α2 (φ′ ◦ ψ)− 2+α

2 f ◦ ψ ∈ L2(D, dAα) où ψ est la réciproque de φ et donc g ∈ A2(D, dAα) puisque f ,
ψ et φ′ sont holomorphes. Le noyau de Bergman sur A2(D, dAα) Kα(z, ξ) étant reproduisant, alors
pour z ∈ H, en effectuant le changement de variables v = φ(ξ), ξ ∈ H, on a :

f(z) = 2α
2 (φ′(z))

2+α
2 g ◦ φ(z)

= 2α
2 (φ′(z))

2+α
2

∫
D
Kα(φ(z), v)× g(v)dAα(v)

= 2α
2 (φ′(z))

2+α
2

∫
H

2αKα(φ(z), φ(ξ))× (φ′(ξ)φ′(ξ))
2+α

2 g ◦ φ(ξ)dA′α(ξ)

=
∫
H

2αKα(φ(z), φ(ξ))× (φ′(z)φ′(ξ))
2+α

2 f(ξ)dA′α(ξ).

On rappelle que f(ξ) = 2α
2 (φ′(ξ)) 2+α

2 g ◦ φ(ξ), Kα(φ(z), φ(ξ)) = 1
(1−φ(z)φ(ξ))2+α et φ′(z) = −2i

(i+z)2 . Après
calcul obtient que

2αKα(φ(z), φ(ξ))× (φ′(z)φ′(ξ))
2+α

2 = −(−2i)α

(z − ξ)2+α = K ′α(z, ξ).

De ce qui précède, pour tout z ∈ H on a f(z) =
∫
H
K ′α(z, ξ)f(ξ)dA′α(ξ). Ce qui prouve la formule de
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4.1. Préliminaires

reproduction (voir (2.10) page 22). D’autre part, pour ξ ∈ H fixé, et tout z ∈ H on a :

K ′α(z, ξ) = 2αKα(·, φ(ξ)) ◦ φ(z)× (φ′(z)φ′(ξ))
2+α

2

= 2α
2 (φ′(ξ))

2+α
2 T2Kα(·, φ(ξ))(z).

Comme Kα(·, φ(ξ)) ∈ A2(D, dAα) alors on déduit que K ′α(·, ξ) ∈ A2(H, dA′α). De plus, K ′α(z, ξ) =
K ′α(ξ, z) et donc en vertu du Théorème 2.2.1 de la caractérisation du noyau de Bergman(voir page
22), il s’en suit que K ′α(z, ξ) = −(−2i)α

(z−ξ)2+α est le noyau de Bergman sur A2(H, dA′α). �

Définition 4.1.1. Pour un opérateur T : E −→ F où E et F sont des espaces vectoriels normés,
on définit la norme de T par :

‖T‖E→F = sup
‖x‖E=1

‖Tx‖F .

Théorème 4.1.2. Soit ω un poids sur D, pour −1 < α < +∞, si P ′α désigne le projecteur de
Bergman sur H relativement à la mesure dA′α, alors pour tout f ∈ L2(D, ωdAα) on a :

‖P ′α(T2f)‖L2(H,ω◦φdA′α) = ‖Pαf‖L2(D,ωdAα).

De plus, on a aussi

‖Pα‖L2(D,ωdAα)→L2(D,ωdAα) = ‖P ′α‖L2(H,ω◦φdA′α)→L2(H,ω◦φdA′α).

Preuve. Soit f ∈ L2(D, ωdAα) on a T2f(ξ) = 2α
2 (φ′(ξ))2+αf ◦φ(ξ). En remarquant comme précédem-

ment que K ′α(z, ξ) = 2αKα(φ(z), φ(ξ))(φ′(z)φ′(ξ)) 2+α
2 alors en effectuant le changement de variables

v = φ(ξ) on obtient :

T2(Pαf)(z) = 2α
2 (φ′(ξ))

2+α
2 (Pαf)(φ(z))

= 2α
2 (φ′(ξ))

2+α
2

∫
D
Kα(φ(ξ), v)f(v)dAα(v)

=
∫
H

[
2αKα(φ(z), φ(ξ))(φ′(z)φ′(ξ))

2+α
2
] [

2α
2 (φ′(ξ))

2+α
2 f ◦ φ(ξ)

]
dA′α(ξ)

=
∫
H
K ′α(z, ξ)T2f(ξ)dA′α(ξ) = P ′α(T2f)(z).

C’est-à-dire que, pour tout z ∈ H, T2(Pαf)(z) = P ′α(T2f)(z) et donc, compte tenu du Théorème 4.1.1
il s’en suit que :

‖P ′α(T2f)‖L2(H,ω◦φdA′α) = ‖T2Pαf‖L2(H,ω◦φdA′α) = ‖Pαf‖L2(D,ωdAα).

Pour la deuxième assertion du théorème, on déduit de ce qui précède et du Théorème 4.1.1 que :

‖Pαf‖L2(D,ωdAα) = ‖P ′αT2f‖L2(H,ω◦φdA′α)

≤ ‖T2f‖L2(H,ω◦φdA′α)‖P ′α‖L2(H,ω◦φdA′α)→L2(H,ω◦φdA′α)

= ‖f‖L2(D,ωdAα)‖P ′α‖L2(H,ω◦φdA′α)→L2(H,ω◦φdA′α).

D’où, ‖Pα‖L2(D,ωdAα)→L2(D,ωdAα) ≤ ‖P ′α‖L2(H,ω◦φdA′α)→L2(H,ω◦φdA′α). L’inégalité inverse s’obtient de la
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4.2. Modèle dyadique du projecteur de Bergman

même manière. �

4.2 Modèle dyadique du projecteur de Bergman

4.2.1 Notations et définitions

On supposera toujours −1 < α < +∞ et nous adopterons les nouvelles notations ci-après :
• dAα(z) = α+1

π
(Im(z))αdA(z) = α+1

π
rα+1(sin θ)αdrdθ où z = reiθ ∈ H et dA désigne la mesure de

Lebesgue sur H.
• Kα(z, ξ) = −(−2i)α

(z−ξ)2+α et K+
α (z, ξ) = 2α

|z−ξ|2+α , z, ξ ∈ H.
• Le projecteur de Bergman sur H sera noté par :

Pαf(z) = −(−2i)α
∫
H

f(ξ)
(z − ξ)2+αdAα(ξ), z ∈ H.

• Le projecteur maximal de Bergman sur H sera noté par :

P+
α f(z) = 2α

∫
H

|f(ξ)|
|z − ξ|2+αdAα(ξ), z ∈ H.

• Pour −1 < α < +∞ et ω un poids sur H, Lp(H, ωdAα) sera noté tout simplement Lp(ωdAα).

Définition 4.2.1. Soit I ⊆ R un intervalle borné de R. On appelle région ou boxe de Carleson
associé à I le sous-ensemble défini par : QI := I × [0, |I|].
Le demi-boxe de Carleson associé à I est noté TI := I×] |I|2 , |I|], où |I| désigne la longueur de I.

Remarque 4.2.1. (1) Par intégration on obtient

|I|2+α = π|QI |α = πδα|TI |α avec δα = 21+α

21+α − 1 .

Où |QI |α =
∫
QI

dAα et |TI |α =
∫
TI

dAα.

(2) Les boxes de Carleson recouvrent H et chacun touchant sa frontière qui est R. Nous allons donc
procéder à une redéfinition de la classe (Bp,α) de Békollé-Bonami et l’opérateur maximal mα.

Définition 4.2.2. L’opérateur maximal mα associé aux boxes de Carleson est défini pour une
fonction f localement intégrable par :

mαf(z) := sup
I⊆R,I intervalle

1QI (z)
|QI |α

∫
QI
|f(ξ)|dAα(ξ), z ∈ H.

Définition 4.2.3. Soit ω un poids sur H, on dit que ω appartient à la classe (Bp,α) de Békollé-
Bonami lorsque :

Bp,α(ω) := sup
I⊆R,I intervalle

|QI |ω,α
|QI |α

(
|QI |ω1−p′ ,α

|QI |α

)p−1

< +∞.

Nous aurons aussi besoin de la notation qui suit :
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4.2. Modèle dyadique du projecteur de Bergman

Définition 4.2.4. Soient ω et σ deux poids sur H, on dit que le couple (ω, σ) appartient à la classe
double de Békollé-Bonami et que nous notons (Bd

2,α) lorsque :

Bd
2,α(ω, σ) := sup

I⊆R,I intervalle

|QI |ω,α
|QI |α

· |QI |σ−1,α

|QI |α
< +∞.

4.2.2 Grille dyadique dans R

Définition 4.2.5. De manière générale, une grille dyadique de R est une collection D d’intervalles
de telle sorte que pour chaque I appartenant à D on a ce qui suit :

(1) L’ensemble DI := {J ∈ D : |J | = |I|} est une partition de R.

(2) I est une réunion de deux intervalles I− et I+ éléments de D vérifiant |I−| = |I+| = |I|
2 .

Proposition 4.2.1. Soit β ∈ {0, 1
3} alors la collection,

Dβ = {2j[m+ (−1)jβ,m+ 1 + (−1)jβ[: m, j ∈ Z}

est une grille dyadique de R.

Preuve. Pour m, j ∈ Z, notons Iβm,j = 2j[m + (−1)jβ,m + 1 + (−1)jβ[. Fixons m0 et j0 dans Z et
posons I = Iβm0,j0 alors |I| = 2j0 ; d’après la Défintion 4.2.5 on a que : DβI = {Iβm,j0 : m ∈ Z}. Il est
clair que pour tout m ∈ Z, Iβm,j0 est non vide. Si Iβm1,j0 et Iβm2,j0 ont un point x en commun alors on
a 2j0(mk + (−1)j0β) ≤ x < 2j0(mk + 1 + (−1)j0β), où k = 1, 2 donc m1 = E( x

2j0 − (−1)j0β) = m2.
Soit, Iβm1,j0 = Iβm2,j0 . Où E désigne la fonction partie entière qui est caractérisée par l’inégalité
E(a) ≤ a < E(a) + 1 pour tout a ∈ R. Par ailleurs, x ∈ R, si on prend m = E( x

2j0 − (−1)j0β) alors
x ∈ Iβm,j0 . Ainsi, la famille (Iβm,j0)m∈Z recouvre R et constitue par conséquent une partition de R.
Il reste à montrer que I est une réunion de I− et I+ éléments de Dβ avec |I−| = |I+| = |I|

2 . On a,
I = Iβm0,j0 = 2j0−1[2m0 + (−1)j02β, 2m0 + 2 + (−1)j02β[.
• Si β = 0, alors I = I0

2m0,j0−1 ∪ I0
2m0+1,j0−1.

• Si β = 1
3 et j0 est un entier pair, alors (−1)j0−1 = −1 et

I = 2j0−1[2m0 + 1− 1
3 , 2m0 + 3− 1

3 [= I
1
3
2m0+1,j0−1 ∪ I

1
3
2m0+2,j0−1.

• Si β = 1
3 et j0 est un entier impair, alors (−1)j0−1 = 1 et

I = 2j0−1[2m0 − 1 + 1
3 , 2m0 + 1 + 1

3 [= I
1
3
2m0−1,j0−1 ∪ I

1
3
2m0,j0−1.

Dans tous les cas I est une réunion de deux intervalles appartenant à Dβ chacun étant de longueur
2j0−1 = |I|

2 . Par définitions, il suit que D
β est une grille dyadique de R. �

Remarque 4.2.2. L’introduction des grilles D0 et D 1
3 trouve tout son sens dans le cadre de notre

travail. En effet, après l’avènement de la notion de grille dyadique qui constituait alors un outil impor-
tant pour obtenir de bonnes estimations des opérateurs intégraux non-dyadiques, les harmoniciens
utilisaient les grilles de manière aléatoire ce qui les obligeaient à faire des considérations probabilistes.
Face à cette difficulté, dans le cas du demi-plan et même du disque (cas que nous ne présenterons pas
ici), Hytönen et Pérez [17] ont démontré que les grilles dyadique Dβ, β ∈ {0, 1

3} étaient suffisantes
pour remédier à ce problème.

Propriété 4.2.1. Pour β ∈ {0, 1
3} :
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4.2. Modèle dyadique du projecteur de Bergman

(1) La famille {TI , I ∈ Dβ} est une partition de H.

(2) Quels que soient z et ξ appartenant à H, la quantité

Kβ
α(z, ξ) =

∑
I∈Dβ

1QI (z) · 1QI (ξ)
|I|2+α est finie.

Preuve. (1) Soit z ∈ H alors, Im(z) > 0 et on cherche I ∈ Dβ tel que z ∈ TI = I×]2j−1, 2j]
avec I = 2j[m + (−1)jβ,m + 1 + (−1)jβ[. Nécessairement, Re(z) ∈ I et 2j−1 < Im(z) ≤ 2j

ce qui entraîne que −j ≤ − ln Im(z)
ln 2 < −j + 1 et m ≤ Re(z)

2j − (−1)jβ < m + 1, c’est-à-dire
que j = −E

(
− ln Im(z)

ln 2

)
et m = E

(
Re(z)

2j − (−1)jβ
)
. On a ainsi prouvé l’existence de j,m ∈ Z

ainsi que l’existence de I ∈ Dβ tel que z ∈ TI ; ce qui prouve que la famille (TI)I∈Dβ recouvre
H. Par ailleurs, pour I ∈ Dβ, TI est non vide et si TI1 et TI2 ont un point z en commun
avec Ik = Iβmk,jk , k = 1, 2, alors du raisonnement précédent, on a j1 = −E

(
− ln Im(z)

ln 2

)
= j2

et m1 = E
(
Re(z)
2jk − (−1)jkβ

)
= m2 ; d’où I1 = I2 c’est-à-dire que TI1 = TI2 . On conclut que

(TI)I∈Dβ est une partition de H.

(2) Toujours avec les notations de la preuve de la Proposition 4.1.2, Dβ = {Iβm,j : m, j ∈ Z} avec
|Iβm,j| = 2j. On a z ∈ QI = I × [0, 2j] avec I = Iβm,j si j ≥ ln Im(z)

ln 2 et Re(z) ∈ I c’est-à-dire que
j ≥ j0 et m = m0 où j0 = E

(
ln Im(z)

ln 2

)
et m0 = E

(
Re(z)

2j − (−1)jβ
)
. Ainsi, pour I = Iβm,j :

1QI (z) =

 1 si j ≥ j0 et m = m0

0 sinon.
(4.2)

Par conséquent,

Kβ
α(z, ξ) =

∑
I∈Dβ

1QI (z) · 1QI (ξ)
|I|2+α =

∑
(j,m)∈Z2,I=Iβm,j

1QI (z) · 1QI (ξ)
2(2+α)j

=
∑
j≥j0

1QI (ξ)
2(2+α)j ≤

∑
j≥j0

1
2(2+α)j = 2(−j0+1)(2+α)

22+α − 1 .

�

Définition 4.2.6. Pour β ∈ {0, 1
3}, on définit le noyau dyadique positif par :

Kβ
α(z, ξ) :=

∑
I∈Dβ

1QI (z) · 1QI (ξ)
|I|2+α .

On note par Qβ
α l’opérateur intégral de noyau Kβ

α appelé opérateur dyadique. Plus précisément,

Qβ
α(f)(z) =

∑
I∈Dβ

1QI (z)
|I|2+α

∫
QI
f(ξ)dAα(ξ) =

∑
I∈Dβ
〈f, 1QI (z)
|I|2+α 〉α1QI(z).
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4.2. Modèle dyadique du projecteur de Bergman

4.2.3 Equivalence entre le projecteur maximal de Bergman et l’opéra-
teur dyadique.

Lemme 4.2.1. Soit K un intervalle borné de R, d’extrémités a et b avec a ≤ b. Alors, il existe
β ∈ {0, 1

3} et un intervalle I ∈ Dβ tel que K ⊆ I et |I| ≤ 8|K|.

Preuve. On suppose que |I| = 2j alors il faut montrer que 2j ≤ 8|K| c’est-à-dire que j − 3 ≤ ln|K|
ln2 .

Comme, E
(
ln|K|
ln2

)
≤ ln|K|

ln2 < E
(
ln|K|
ln2

)
+1 alors il suffit de prendre j = E

(
ln|K|
ln2

)
+3 = j0 +3 avec j0 =

E
(
ln|K|
ln2

)
ainsi on a : 2j0 ≤ |K| < 2j0+1. Cherchons m à présent ; pour cela, supposons d’abord que

l’intervalle [a, b] ne contient aucun point de la forme 2j0+3m, m ∈ Z et considérons m0 = E
(

a
2j0+3

)
.

Alors 2j0+3m0 ≤ a < 2j0+3(m0 + 1) et comme 2j0+3m0 n’appartient pas à [a, b] nécessairement,
2j0+3m0 ≤ a ≤ b < 2j0+3(m0 + 1) ; par conséquent, on a K ⊆ [a, b] ⊆ I = [2j0+3m0, 2j0+3(m0 + 1)[,
avec I ∈ D0 et |I| = 2j0+3 ≤ 8|K| puisque 2j0 ≤ |K| < 2j0+1.
Maintenant, s’il existe un entier m1 tel que 2j0+3m1 soit un élément de [a, b] alors [a, b] ne saurait
contenir un point de la forme 2j0+3(m+ (−1)j0+3

3 ), m ∈ Z. En effet, si 2j0+3(m+ (−1)j0+3

3 ) ∈ [a, b] alors
comme 2j0+3m1 ∈ [a, b] on a :

2j0+3
∣∣∣∣|m−m1| −

1
3

∣∣∣∣ ≤ 2j0+3
∣∣∣∣∣m1 − (m+ (−1)j0+3

3 )
∣∣∣∣∣ ≤ |K| < 2j0+1.

Ce qui entraîne que
∣∣∣|m−m1| − 1

3

∣∣∣ < 1
4 , ce qui est impossible puisque

∣∣∣n− 1
3

∣∣∣ ≥ 1
3 pour tout, n ∈ N.

Considérons donc m2 = E
(

a
2j0+3 − (−1)j0+3

3

)
alors, 2j0+3(m2 + (−1)j0+3

3 ) ≤ a < 2j0+3(m2 + 1 + (−1)j0+3

3 )
et comme 2j0+3(m2 + 1 + (−1)j0+3

3 ) n’appartient pas à [a, b], alors on déduit que
2j0+3(m2 + (−1)j0+3

3 ) ≤ a ≤ b < 2j0+3(m2 + 1 + (−1)j0+3

3 ). Donc, K ⊆ [a, b] ⊆ I où on a
I = 2j+3[m2 + (−1)j+3

3 ,m2 + 1 + (−1)j+3

3 [, I ∈ D1/3 et |I| = 2j0+3 ≤ 8|K| car 2j0 ≤ |K| < 2j0+1. �

Théorème 4.2.1. Pour toute fonction f positive et localement intégrable sur H on a :

γ′αQα(f)(z) ≤ P+
α f(z) ≤ γαQα(f)(z), z ∈ H,

avec Qα(f) = ∑
β∈{0, 1

3}
Qβ
α(f), γα = 322+α

4 et γ′α = 5−(1+α
2 )(22+α−1)

8 . Autrement dit, l’opérateur dyadique

Qα est équivalent à P+
α .

Preuve. Soient z, ξ ∈ H et β ∈ {0, 1
3}. Il suffit de montrer que :

γ′α
∑

β∈{0, 1
3}

Kβ
α(z, ξ) ≤ K+

α (z, ξ) ≤ γα
∑

β∈{0, 1
3}

Kβ
α(z, ξ). (4.3)

Commençons par le membre de gauche de l’inégalité (4.3). D’après la relation (4.2) il existe l, s ∈ N
tels que pour I = Iβm,l et J = Iβm,s on a z ∈ QI et ξ ∈ QJ . En prenant j = max(l, s) on a z, ξ ∈ QI′

où I ′ = Iβm,j. Désignons par j0 le plus petit entier naturel tel que z, ξ ∈ QI0 avec |I0| = 2j0 alors, pour
I = Iβm,j ∈ Dβ,on a z, ξ ∈ QI , si j ≥ j0 et m = E

(
Re(z)

2j − (−1)jβ
)

= E
(
Re(ξ)

2j − (−1)jβ
)
. Donc,

1QI (z) · 1QI (ξ) =

 1 si j ≥ j0, m = E
(
Re(z)

2j − (−1)jβ
)

0 sinon.
(4.4)
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4.3. Estimation optimale pour l’opérateur maximal mα.

Ainsi, il vient de (4.4) que :

Kβ
α(z, ξ) =

∑
I∈Dβ

1QI (z) · 1QI (ξ)
|I|2+α =

∑
(j,m)∈Z2

1Q
I
β
m,j

(z) · 1Q
I
β
m,j

(ξ)

2(2+α)j

=
∑
j≥j0

1
2(2+α)j = bα2−j0(2+α) = bα

|I0|2+α , avec bα = 22+α

22+α − 1 .

Par ailleurs, |z − ξ|2 = (Re(z)−Re(ξ))2 + (Im(z) + Im(ξ))2 ≤ 5|I0|2 puisque z, ξ ∈ QI0 c’est-à-dire
Re(z), Re(ξ) ∈ I0 et Im(z), Im(ξ) ∈ [0, |I0|]. Ainsi,

Kβ
α(z, ξ) = bα

|I0|2+α ≤ 51+α
2 2−αbαK+

α (z, ξ).

Il s’ensuit alors que γ′α
∑

β∈{0, 1
3}
Kβ
α(z, ξ) ≤ K+

α (z, ξ) avec γ′α = 2α5−(1+α
2 )

2bα = 5−(1+α
2 )(22+α−1)

8 .

Il reste à prouver le membre de droite de l’inégalité (4.3). Considérons j = E
(

ln |z−ξ|
ln 2

)
alors,

2j ≤ |z − ξ| < 2j+1. Donc, |Re(z) − Re(ξ)| ≤ |z − ξ| < 2j+1 alors en posant a = min(Re(z), Re(ξ))
on a a ≤ Re(z), Re(ξ) < a + 2j+1. Donc, si on pose K = [a, a + 2j+1[ alors Re(z), Re(ξ) ∈ K. On a
aussi, 2j+1 > |z − ξ| ≥ Im(z) + Im(ξ) et |K| = 2j+1, ce qui entraîne que Im(z), Im(ξ) ∈ [0, |K|].
Ainsi, on a que z, ξ ∈ QK . En vertu du Lemme 4.2.1, il existe β ∈ {0, 1

3} et I ∈ D
β tels que K ⊆ I

et |I| ≤ 8|K|. Donc, on a z, ξ ∈ QK ⊆ QI et |I| ≤ 8|K| = 16× 2j ≤ 16|z − ξ|, ce qui implique que

|I|2+α ≤ γα
|z − ξ|2+α

2α ,

avec γα = 322+α

4 . Ainsi, du fait que I ∈ Dβ et z, ξ ∈ QI on déduit que :

K+
α (z, ξ) ≤ γα

|I|2+α ≤ γα
∑

I∈Dβ ,β∈{0, 1
3}

1QI (z) · 1QI (ξ)
|I|2+α = γα

∑
β∈{0, 1

3}

Kβ
α(z, ξ).

�

4.3 Estimation optimale pour l’opérateur maximal mα.

Théorème 4.3.1. [12] Soit ω une fonction positive localement intégrable sur H. Si mω,α désigne
l’opérateur maximal à poids défini pour une fonction f localemnt sur H et z ∈ H par :

mω,αf(z) := sup
I⊂R,intervalle

1QI (z)
|QI |ω,α

∫
QI
|f |ωdAα.

Alors, il existe une constante A1,α indépendante de ω telle que quelle que soit la fonction
f ∈ L1(ωdAα) et pour tout λ > 0 on a :

|{z ∈ D,mω,αf(z) > λ}|ω,α ≤
A1,α

λ
‖f‖L1(ωdAα).
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4.3. Estimation optimale pour l’opérateur maximal mα.

Corollaire 4.3.1. Si ω est une fonction positive localement intégrable sur H, alors pour
1 < p < +∞, il existe une constante Ap,α indépendante de ω telle que :

‖mω,αf‖Lp(ωdAα) ≤ Ap,α‖f‖Lp(ωdAα), f ∈ Lp(ωdAα).

Preuve. Le Théorème 4.3.1 montre que mω,α est de type faible (1, 1) sur L1(ωdAα) et il est évident
que mω,α est de type (∞,∞) alors compte tenu du Théorème 1.2.1 d’interpolation de Marcinkiewicz,
pour tout f ∈ Lp(ωdAα) on a :

‖mω,αf‖Lp(ωdAα) ≤ Ap,α‖f‖Lp(ωdAα) avec Ap,α = 2
(
A1,αp

p− 1

) 1
p

.

�

Théorème 4.3.2. [18] Soient ω ∈ (Bp,α) (1 < p < +∞), alors il existe une constante δp,α > 0
indépendante de ω telle que pour toute fonction f ∈ Lp(ωdAα) :

‖mαf‖Lp(ωdAα) ≤ δp,α[Bp,α(ω)]
1
p−1‖f‖Lp(ωdAα).

Preuve. Pour des raisons de commodité, posons σ = ω1−p′ ou ω = σ1−p alors σ ∈ (Bp′,α). Soient I
un intervalle de R, z ∈ QI et f ∈ Lp(ωdAα) :

(
1
|QI |α

∫
QI
|f |dAα

)p−1

=
(
|QI |σ,α
|QI |α

)p−1 ( 1
|QI |σ,α

∫
QI
|f |dAα

)p−1

≤ Bp,α(ω)
|QI |ω,α

|QI |α
(

1
|QI |σ,α

∫
QI
|f |dAα

)p−1

= Bp,α(ω)
|QI |ω,α

∫
QI

(
1QI (ξ)
|QI |σ,α

∫
QI
|f |σ−1σdAα

)p−1

dAα(ξ)

≤ Bp,α(ω)
|QI |ω,α

∫
QI

[mσ,α(fσ−1)]p−1(ξ)ω−1(ξ)ω(ξ)dAα(ξ)

≤ Bp,α(ω)mω,α(gω−1)(z), avec g(ξ) = [mσ,α(fσ−1)]p−1(ξ).

L’intervalle I étant choisit arbitrairement, alors comme p′

p
= 1

p−1 il suit donc que :

mαf(z) ≤ [Bp,α(ω)]
1
p−1 (mω,α(gω−1)(z))

1
p−1 .

Ce qui implique que :

‖mαf‖pLp(ωdAα) ≤ [Bp,α(ω)]p′‖mω,α(gω−1)‖p
′

Lp′ (ωdAα) (4.5)

Mais du Corollaire 4.3.1, on a :

‖mω,α‖Lp(ωdAα)→Lp(ωdAα) ≤ Ap,α et ‖mσ,α‖Lp′ (σdAα)→Lp′ (σdAα) ≤ Ap′,α

où Ap,α et Ap′,α sont des constantes indépendantes de ω. en tenant compte du fait que p′(p− 1) = p)
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4.4. Méthode d’extrapolation de Rubio de Francia

on déduit les inégalités ci-après :

‖mω,α(gω−1)‖p
′

Lp′ (ωdAα) ≤ Ap
′

p′,α‖gω−1‖p
′

Lp′ (ωdAα) = Ap
′

p′,α

∫
H

[mσ,α(fσ−1)]p′(p−1)ω1−p′dAα

= Ap
′

p′,α‖mσ,α(fσ−1)‖pLp(σdAα) ≤ Ap
′

p′,αA
p
p,α‖fσ−1‖pLp(σdAα)

= Ap
′

p′,αA
p
p,α

∫
H
|f |pσ1−pdAα = Ap

′

p′,αA
p
p,α‖f‖

p
Lp(ωdAα).

C’est-à-dire que pour δpp,α = Ap
′

p′,αA
p
p,α on a :

‖mω,α(gσ−1)‖p
′

Lp′ (ωdAα) ≤ δpp,α‖f‖
p
Lp(ωdAα). (4.6)

Comme p′

p
= 1

p−1 alors les inégalités (4.5) et (4.6) entraînent que :

‖mαf‖Lp(ωdAα) ≤ δp,α[Bp,α(ω)]
1
p−1‖f‖Lp(ωdAα).

�

Corollaire 4.3.2. Soit ω ∈ (Bp,α) (1 < p < +∞) alors il existe une constante δ′p,α > 0 indépendante
de ω telle que pour tout f ∈ Lp′(ω1−p′dAα) :

‖mαf‖Lp′ (ω1−p′dAα) ≤ δ′p,αBp,α(ω)‖f‖Lp′ (ω1−p′dAα).

Preuve. On sait que ω1−p′ ∈ (Bp′,α)) et Bp′,α(ω1−p′) = [Bp,α(ω)]p′−1 avec 1 < p′ < +∞ ; d’après le
Théorème 4.3.2 il existe une constante δ′p,α > 0 indépendante de ω telle que :

‖mαf‖Lp′ (ω1−p′dAα) ≤ δ′p,α[Bp′,α(ω1−p′)]
1

p′−1‖f‖Lp′ (ω1−p′dAα) = δ′p,αBp,α(ω)‖f‖Lp′ (ω1−p′dAα).

�

4.4 Méthode d’extrapolation de Rubio de Francia

Dans cette partie, nous adaptons la méthode d’extrapolation de Rubio de Francia (voir [10, 11]).
Nous y supposons que : p > 2, q = p

2 > 1, φ(p) = p−2
p−1 et q′ est l’exposant conjugué de q où

q′ = q
q−1 = p′

φ(p) .

4.4.1 Opérateurs Sω,α et Dω,α

Soit ω un poids sur H, nous définissons les opérateurs à poids Sω,α et Dω,α respectivement sur
Lq
′(ωdAα) par :

Sω,α(h) =
mα(|h|

1
φ(p)ω)
ω

φ(p)

et Dω,α(h) =
+∞∑
n=0

1
2n
Snω,α(h)
‖Sω,α‖n

,
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4.4. Méthode d’extrapolation de Rubio de Francia

où S0
ω,α(h) = |h|, Snω,α(h) = Sω,α ◦ Sn−1

ω,α (h) pour n ≥ 1 et on note ‖Sω,α‖ = ‖Sω,α‖Lq′ (ωdAα)→Lq′ (ωdAα).
Ces opérateurs possèdent les propriétés suivantes :

Propriété 4.4.1. Soient ω ∈ (Bp,α) et h ∈ Lq′(ωdAα).
(1) Sω,α et Dω,α sont des opérateurs sous-additifs.
(2) ‖Sω,α(h)‖Lq′ (ωdAα) ≤ [δp′,αBp,α(ω)]φ(p)‖h‖Lq′ (ωdAα).
(3) ‖Dω,α(h)‖Lq′ (ωdAα) ≤ 2‖h‖Lq′ (ωdAα).
(4) |h| ≤ Dω,α(h).
(5) Sω,α(Dω,α(h)) ≤ 2‖Sω,α‖Dω,α(h).

Preuve. (1) Soient h1, h2 ∈ Lq
′(ωdAα) ; soit I un intervalle de R. Comme 1

φ(p) > 1, on déduit de
l’inégalité de Minkowski que :

(
1
|QI |α

∫
QI
|h1 + h2|

1
φ(p)ωdAα

)φ(p)

≤
(

1
|QI |α

∫
QI
|h1|

1
φ(p)ωdAα

)φ(p)

+
(

1
|QI |α

∫
QI
|h2|

1
φ(p)ωdAα

)φ(p)

≤ mα(|h1|
1

φ(p)ω)φ(p) +mα(|h2|
1

φ(p)ω)φ(p)

= ωφ(p)(Sω,α(h1) + Sω,α(h2)).

En passant à la borne supérieure, il s’en suit que : Sω,α(h1 +h2) ≤ Sω,α(h1) +Sω,α(h2). Puis, en
procédant par récurrence sur n ∈ N on a : Snω,α(h1 +h2) ≤ Snω,α(h1)+Snω,α(h2) et par conséquent
on déduit que : Dω,α(h1 + h2) ≤ Dω,α(h1) +Dω,α(h2).

(2) Comme p′ = q′φ(p) alors du Corollaire 4.3.2, il suit que :

‖Sω,α(h)‖q
′

Lq′ (ωdAα) =
∫
H

mα(|h|
1

φ(p)ω)
ω

q′φ(p)

ωdAα = ‖mα(|h|
1

φ(p) )‖p
′

Lp′ (ω1−p′dAα)

≤ [δp′,αBp,α(ω)]p′‖|h|
1

φ(p)ω‖p
′

Lp′ (ω1−p′dAα) = [δp′,αBp,α(ω)]p′
∫
H
|h|q′ωdAα.

Donc, ‖Sω,α(h)‖Lq′ (ωdAα) ≤ [δp′,αBp,α(ω)]φ(p)‖h‖Lq′ (ωdAα) ce qui signifie que alors que : ‖Sω,α‖ ≤
[δp′,αBp,α(ω)]φ(p).

(3) On sait que :
‖Sω,α(h)‖Lq′ (ωdAα) ≤ ‖Sω,α‖‖h‖Lq′ (ωdAα).

Ainsi par récurrence sur n ∈ N, on déduit que :

‖Snω,α(h)‖Lq′ (ωdAα) ≤ ‖Sω,α‖n‖h‖Lq′ (ωdAα). (4.7)

Par conséquent, on déduit de la continuité de la norme ‖ · ‖Lq′ (ωdAα) et de (4.7) que :

‖Dω,α(h)‖Lq′ (ωdAα) = lim
k→+∞

∥∥∥∥∥
k∑

n=0

1
2n
Snω,α(h)
‖Sω,α‖n

∥∥∥∥∥
Lq′ (ωdAα)

≤ lim
k→+∞

k∑
n=0

1
2n
‖Snω,α(h)‖Lq′ (ωdAα)

‖Sω,α‖n

≤ ‖h‖Lq′ (ωdAα)

+∞∑
n=0

1
2n = 2‖h‖Lq′ (ωdAα).
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4.4. Méthode d’extrapolation de Rubio de Francia

(4) Découle de la définition de Dω,α.

(5) Soit I un intervalle, considérons g = Dω,α(h) et gk =
k∑

n=0

1
2n
Snω,α(h)
‖Sω,α‖n

, k ∈ N. Alors la suite {gk}k
est une suite croissante et positive de fonctions mesurables qui converge simplement vers g. Du
théorème de Beppo-Levi, on déduit que :

(
1
|QI |α

∫
QI
g

1
φ(p)ωdAα

)φ(p)

= lim
k→+∞

(
1
|QI |α

∫
QI
g

1
φ(p)
k ωdAα

)φ(p)

≤ lim
k→+∞

mα(g
1

φ(p)
k ω) = ωφ(p) lim

k→+∞
Sω,α(gk).

Il s’en suit donc que : Sω,α(g) ≤ lim
k→+∞

Sω,α(gk). Il découle de la sous-additivité de Sω,α que :

Sω,α(g) ≤ lim
k→+∞

Sω,α(gk) = lim
k→+∞

Sω,α

(
k∑

n=0

1
2n
Snω,α(h)
‖Sω,α‖n

)

≤ lim
k→+∞

k∑
n=0

1
2n
Sn+1
ω,α (h)
‖Sω,α‖n

= 2‖Sω,α‖
+∞∑
n=0

1
2n+1

Sn+1
ω,α (h)
‖Sω,α‖n+1

≤ 2‖Sω,α‖Dω,α(h).

Comme g = Dω,α(h) alors on déduit que : Sω,α(Dω,α(h)) ≤ 2‖Sω,α‖Dω,α(h). �

Nous allons montrer qu’on peut obtenir d’un poids de la classe (Bp,α) avec p > 2 un poids de la
classe (B2,α) via l’opérateur Dω,α.

Théorème 4.4.1. Soient ω ∈ (Bp,α) et h ∈ Lq′(ωdAα) une fonction positive, alors :

Bd
2,α(hω, Sω,α(h)ω) ≤ [Bp,α(ω)]

1
p−1 .

Preuve. Soit I un intervalle. On sait que φ(p) = p−2
p−1 ou φ(p)+ 1

p−1 = 1 alors de l’inégalité de Hölder,

∫
QI
hωdAα =

∫
QI
hωφ(p)ω

1
p−1 dAα ≤

(∫
QI
h

1
φ(p)ωdAα

)φ(p) (∫
QI
ωdAα

) 1
p−1

.

D’où
1
|QI |α

∫
QI
hωdAα ≤

(
|QI |ω,α
|QI |α

) 1
p−1

(
1
|QI |α

∫
QI
h

1
φ(p)ωdAα

)φ(p)

. (4.8)

D’autre part, en remarquant que φ(p)− 1 = 1− p′ on a :

∫
QI

[Sω,α(h)ω]−1dAα =
∫
QI

mα(h
1

φ(p)ω)
ω

−φ(p)

ω−1dAα =
∫
QI

[mα(h
1

φ(p)ω)]−φ(p)ω1−p′dAα

≤
(

1
|QI |α

∫
QI
h

1
φ(p)ωdAα

)−φ(p) (∫
QI
ω1−p′dAα

)
.
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Car mα(h
1

φ(p)ω) ≥ 1QI
|QI |α

∫
QI
h

1
φ(p)ωdAα. Ainsi, on obtient

1
|QI |α

∫
QI

[Sω,α(h)ω]−1dAα ≤
(
|QI |ω1−p′ ,α

|QI |α

) 1
p−1

(
1
|QI |α

∫
QI
h

1
φ(p)ωdAα

)−φ(p)

. (4.9)

Il découle des inégalités (4.8) et (4.9) que :

(
1
|QI |α

∫
QI
hωdAα

)(
1
|QI |α

∫
QI

[Sω,α(h)ω]−1dAα
)
≤

 |QI |ω,α
|QI |α

(
|QI |ω1−p′ ,α

|QI |α

)p−1
 1
p−1

≤ [Bp,α(ω)]
1
p−1 .

L’intervalle I étant arbitraire, alors il s’ensuit que Bd
2,α(hω, Sω,α(h)ω) ≤ [Bp,α(ω)]

1
p−1 . �

Corollaire 4.4.1. Soit ω ∈ (Bp,α) alors pour tout h ∈ Lq′(ωdAα), Dω,α(h)ω ∈ (B2,α). En outre,

B2,α(Dω,α(h)ω) ≤ δ̃p,αBp,α(ω);

où δ̃p,α est une constante indépendante de ω.

Preuve. Soit h ∈ Lq′(ωdAα), posons g = Dω,α(h). Alors en appliquant successivement les alinéas
(5) et (2) de la propriété 4.4.1 on obtient

Sω,α(g) ≤ 2‖Sω,α‖Dω,α(h) ≤ 2[δp′,αBp,α(ω)]φ(p)Dω,α(h).

Soit,
g−1 ≤ 2[δp′,αBp,α(ω)]φ(p)[Sω,α(g)]−1. (4.10)

Ainsi, si I est un intervalle R alors on déduit de (4.10) que :
(

1
|QI |α

∫
QI
gωdAα

)(
1
|QI |α

∫
QI

(gω)−1dAα
)
≤ 2[δp′,αBp,α(ω)]φ(p)

(
1
|QI |α

∫
QI
gωdAα

)
(

1
|QI |α

∫
QI

(Sω,α(g)ω)−1dAα
)

≤ δ̃p,α[Bp,α(ω)]φ(p)Bd
2,α(gω, Sω,α(g)ω)

≤ δ̃p,α[Bp,α(ω)]φ(p)+ 1
p−1

= δ̃p,αBp,α(ω), avec δ̃p,α = 2(δp′,α)φ(p).

Où la troisième inégalité découle du Théorème 4.4.1 du fait que h ∈ Lq′(ωdAα) entraîne que
g = Dω,α(h) ∈ Lq′(ωdAα). Donc en passant à la borne supérieure sur les intervalles, il suit que :

B2,α(gω) ≤ δ̃p,αBp,α(ω) ou B2,α(Dω,α(h)ω) ≤ δ̃p,αBp,α(ω). �

4.4.2 Résultat principal

Commençons d’abord par une adaptation du théorème de représentation de Riesz.
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Lemme 4.4.1. Soit (X,A, µ) un espace mesuré, si g ∈ Lp(X,µ) (p > 2) alors :

‖g‖2
p = sup

h≥0,‖h‖q′=1

∫
X
|g|2hdµ.

Preuve. Comme q = p
2 > 1, alors d’après l’inégalité de Hölder, pour tout h ∈ Lq

′(X,µ) tel que
h ≥ 0, ‖h‖q′ = 1 on a :

∫
X
|g|2hdµ ≤

(∫
X
|g|2qdµ

) 1
q
(∫

X
|h|q′dµ

) 1
q′ = ‖g‖2

p‖h‖q′ = ‖g‖2
p.

Puis, en supposant que ‖g‖p 6= 0 : considérons h = (|g|‖g‖−1
p )2(q−1) = (|g|‖g‖−1

p )p−2. Alors,
hq
′ = (|g|‖g‖−1

p )p (car 2q′(q − 1) = 2q = p) ; d’où ‖h‖q′ = 1. Par ailleurs, |g|2h = ‖g‖2
p(|g|‖g‖−1

p )p =
‖g‖2

ph
q′ ; ce qui implique que :

∫
X
|g|2hdµ = ‖g‖2

p‖h‖
q′

q′ = ‖g‖2
p.

Ce qui achève la preuve du résultat annoncé. �

Nous pouvons maintenant établir un résultat important relatif à la méthode d’extrapolation de
Rubio de Francia.

Théorème 4.4.2. (Extrapolation de Rubio de Francia) Soit T un opérateur défini sur Lp. On
suppose qu’il existe une constante C2,α > 0 telle que :

‖T‖L2(ωdAα)→L2(ωdAα) ≤ C2,αB2,α(ω), pour tout ω ∈ (B2,α).

Alors, quel que soit p > 2 il existe une constante Cp,α > 0 telle que :

‖T‖Lp(ωdAα)→Lp(ωdAα) ≤ Cp,αBp,α(ω), pour tout ω ∈ (Bp,α).

Preuve. Supposons qu’une telle constante C2,α existe. Soient p > 2, ω ∈ (Bp,α) et f ∈ Lp(ωdAα).
D’après le Corollaire 4.4.1, pour h ∈ Lq

′(ωdAα), h ≥ 0 on a ω′ = Dω,α(h)ω ∈ (B2,α) et on a
B2,α(ω′) ≤ δ̃p,αBp,α(ω). Comme h ≤ Dω,α(h) alors on déduit de l’hypothèse que :

∫
H
|Tf |2hωdAα ≤

∫
H
|Tf |2Dω,α(h)ωdAα

= ‖Tf‖2
L2(ω′dAα)

≤ [C2,αB2,α(ω′)]2‖f‖2
L2(ω′dAα)

≤ [C2,αδ̃p,αBp,α(ω)]2‖f‖2
L2(ω′dAα)

c’est-à-dire que ∫
H
|Tf |2hωdAα ≤ [C2,αδ̃p,αBp,α(ω)]2‖f‖2

L2(ω′dAα). (4.11)

D’autre part, il découle de l’alinéa (3) des Propriétés 4.4.1 que Dω,α est borné sur Lq′(ωdAα) de
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norme inférieure à 2 et donc en appliquant l’inégalité de Hölder on obtient :

‖f‖2
L2(ω′dAα) =

∫
H
|f |2Dω,α(h)ωdAα ≤

(∫
H
|f |2qωdAα

) 1
q
(∫

H
|Dω,α(h)|q′ωdAα

) 1
q′

= ‖f‖2
Lp(ωdAα)‖Dω,α(h)‖Lq′ (ωdAα) ≤ 2‖f‖2

Lp(ωdAα)‖h‖Lq′ (ωdAα).

Donc, en prenant Cp,α =
√

2C2,αδ̃p,α alors il découle de l’inégalité (4.11) que :
∫
H
|Tf |2hωdAα ≤ [Cp,αBp,α(ω)]2‖f‖2

Lp(ωdAα)‖h‖Lq′ (ωdAα). (4.12)

Puis on déduit du Lemme 4.4.1 et de l’inégalité (4.12) que :

‖Tf‖2
Lp(ωdAα) = sup

h≥0,‖h‖
Lq
′ (ωdAα)=1

∫
H
|Tf |2hωdAα

≤ [Cp,αBp,α(ω)]2‖f‖2
Lp(ωdAα).

Soit, ‖Tf‖Lp(ωdAα) ≤ Cp,αBp,α(ω)‖f‖Lp(ωdAα) pour tout f ∈ Lp(ωdAα) ; ce qui entraîne que
‖T‖Lp(ωdAα)→Lp(ωdAα) ≤ Cp,αBp,α(ω). Ce qui prouve le résultat annoncé vue que Cp,α ne dépend pas
de ω et ω est arbitrairement choisit dans (Bp,α). �

4.5 Estimations optimales pour le projecteur de Bergman

4.5.1 Continuité du projecteur de Bergman

Nous allons établir une autre preuve de la continuité du projecteur de Bergman. On utilise le fait
que l’opérateur dyadique Qα = ∑

β∈{0, 1
3}
Qβ
α est équivalent au projecteur maximal de Bergman P+

α (voir

Théorème 4.2.1). Nous commençons alors par montrer que Qα est borné sur L2(ωdAα).

Théorème 4.5.1. Soient β ∈ {0, 1
3} et ω ∈ (B2,α) alors il existe une constante Cβ

2,α indépendante
de ω telle que pour tout f ∈ L2(ωdAα) :

‖Qβ
αf‖ ≤ Cβ

2,αB2,α(ω)‖f‖L2(ωdAα).

Preuve. Soit I ∈ Dβ un intervalle dyadique ; comme |I|2+α = π|QI |α = πδα|TI |α (voir Remarque
4.2.1) alors on a :

1
|I|2+α = 1

π|QI |α
= δαB2,α(ω)|QI |α
π|QI |ω,α|QI |ω−1,α

≤ δαB2,α(ω)|TI |α
π|QI |ω,α|QI |ω−1,α.

Donc, en prenant δβα = δα
π
on obtient :

1
|I|2+α ≤ δβα

B2,α(ω)|TI |α
|QI |ω,α|QI |ω−1,α

. (4.13)

Soient f, g ∈ L2(ωdAα), comme (TI)I∈Dβ est une partition de H alors on déduit de l’inégalité (4.13)
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que :

∣∣∣∣∫
H
Qβ
α(f)gωdAα

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∑
I∈Dβ

1
|I|2+α 〈f, 1QI 〉α〈gω, 1QI 〉α

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
∑
I∈Dβ

1
|I|2+α

(∫
QI
fdAα

)(∫
QI
gωdAα

)∣∣∣∣∣∣
≤ δβαB2,α(ω)

∑
I∈Dβ
|TI |α

(
1

|QI |ω−1,α

∫
QI
fdAα

)(
1

|QI |ω,α

∫
QI
|g|ωdAα

)

= δβαB2,α(ω)
∑
I∈Dβ

∫
TI

(
1QI (ξ)
|QI |ω−1,α

∫
QI
|f |ωω−1dAα

)(
1

|QI |ω,α

∫
QI
|g|ωdAα

)
dAα(ξ)

≤ δβαB2,α(ω)
∑
I∈Dβ

∫
TI
mω−1,α(fω)(ξ)mω,α(g)(ξ)dAα(ξ)

= δβαB2,α(ω)
∫
H
mω−1,α(fω)(ξ)mω,α(g)(ξ)ω− 1

2 (ξ)ω 1
2 (ξ)dAα

≤ δβαB2,α(ω)
(∫

H
(mω−1,α(fω))2ω−1dAα

) 1
2
(∫

H
(mω,α(g))2ωdAα

) 1
2

= δβαB2,α(ω)‖mω−1,α(fω)‖L2(ω−1dAα)‖mω,α(g)‖L2(ωdAα).

Où la dernière inégalité s’obtient en appliquant l’inégalité de Hölder. D’autre part, du Corollaire
4.3.1 on déduit qu’il existe deux constantes A2,α et A′2,α indépendante de ω telles que :

‖mω,αg‖L2(ωdAα) ≤ A2,α‖g‖L2(ωdAα)

et ‖mω−1,α(fω)‖L2(ω−1dAα) ≤ A′2,α‖fω‖L2(ω−1dAα) = A′2,α‖f‖L2(ωdAα).

Ainsi en prenant Cβ
2,α = δβαA2,αA

′
2,α on obtient :

∣∣∣∣∫
H
Qβ
α(f)gωdAα

∣∣∣∣ ≤ Cβ
2,αB2,α(ω)‖f‖L2(ωdAα)‖g‖L2(ωdAα). (4.14)

On déduit alors du théorème de représentation de Riesz et de l’inégalité (4.14) que :

‖Qβ
α(f)‖L2(ωdAα) = sup

‖g‖L2(ωdAα)=1

∣∣∣∣∫
H
Qβ
α(f)gωdAα

∣∣∣∣ ≤ Cβ
2,αB2,α(ω)‖f‖L2(ωdAα).

Soit, ‖Qβ
α(f)‖L2(ωdAα) ≤ Cβ

2,αB2,α(ω)‖f‖L2(ωdAα), pour tout f ∈ L2(ωdAα). D’où

‖Qβ
α‖L2(ωdAα)→L2(ωdAα) ≤ Cβ

2,αB2,α(ω).

�

Corollaire 4.5.1. Il existe une constante C2,α > 0 telle que pour tout ω ∈ (B2,α) :

‖Pα‖L2(ωdAα)→L2(ωdAα) ≤ C2,αB2,α(ω).

Preuve. Ce résultat découle immédiatement du Théorème 4.1.2 et du Théorème 4.5.1. De plus, il
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suffit de prendre C2,α = 322+α

4 (C0
2,α + C

1
3
2,α). �

Proposition 4.5.1. Soit 1 < p < +∞, quelque soit ω ∈ (B2,α)

‖Pα‖Lp(ωdAα)→Lp(ωdAα) = ‖Pα‖Lp′ (ω1−p′dAα)→Lp′ (ω1−p′dAα).

Preuve. On rappelle que le crochet de dualité usuel entre Lp(ωdAα) et Lp′(ωdAα) est défini par :

〈f, g〉ω,α =
∫
H
fgωdAα; f ∈ Lp(ωdAα), g ∈ Lp′(ωdAα).

Soient f ∈ Lp(ωdAα) et g ∈ Lp′(ωdAα), alors du fait que Pα est un opérateur auto-adjoint relative-
ment au crochet 〈·, ·〉α on a :

〈Pαf, g〉ω,α = 〈Pαf, gω〉α = 〈f, Pα(gω)〉α.

Ainsi de l’inégalité de Hölder on obtient :

|〈Pαf, g〉ω,α| =
∣∣∣∣∫

H
fPα(gω)ω

1
pω−

1
pdAα

∣∣∣∣ ≤ (∫
H
|f |pωdAα

) 1
p
(∫

H
|Pα(gω)|p′ω1−p′dAα

) 1
p′

c’est-à-dire que
|〈Pαf, g〉ω,α| ≤ ‖f‖Lp(ωdAα)‖Pα(gω)‖Lp′ (ω1−p′dAα) (4.15)

D’autre part, comme g ∈ Lp′(ωdAα) alors gω ∈ Lp′(ω1−p′dAα) et Pα étant borné de Lp′(ω1−p′dAα)
sur lui même, (car ω1−p′ ∈ (Bp′,α)) puisque ω ∈ (Bp,α) on déduit que :

‖Pα(gω)‖Lp′ (ω1−p′dAα) ≤ ‖gω‖Lp′ (ω1−p′dAα)‖Pα‖Lp′ (ω1−p′dAα)→Lp′ (ω1−p′dAα)

= ‖g‖Lp′ (ωdAα)‖Pα‖Lp′ (ω1−p′dAα)→Lp′ (ω1−p′dAα).

Ainsi, l’inégalité (4.15) devient :

|〈Pαf, g〉ω,α| ≤ ‖f‖Lp(ωdAα)‖g‖Lp′ (ωdAα)‖Pα‖Lp′ (ω1−p′dAα)→Lp′ (ω1−p′dAα). (4.16)

f et g étant quelconques, alors il découle du Théorème de représentation de Riesz et de l’inégalité
(4.16) que :

‖Pαf‖Lp(ωdAα) = sup
‖g‖

Lp
′ (ωdAα)=1

|〈Pαf, g〉ω,α|

≤ ‖f‖Lp(ωdAα)‖Pα‖Lp′ (ω1−p′dAα)→Lp′ (ω1−p′dAα).

Il s’en suit que :
‖Pα‖Lp(ωdAα)→Lp(ωdAα) ≤ ‖Pα‖Lp′ (ω1−p′dAα)→Lp′ (ω1−p′dAα). (4.17)

Par dualité, en utilisant le fait que ω1−p′ ∈ (Bp′,α) lorsque ω ∈ (Bp,α) et le crochet de dualité
〈·, ·〉ω1−p′ ,α entre Lp(ω1−p′dAα) et Lp′(ω1−p′dAα) on obtient aussi que :

‖Pα‖Lp′ (ω1−p′dAα)→Lp′ (ω1−p′dAα) ≤ ‖Pα‖Lp(ωdAα)→Lp(ωdAα). (4.18)
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On déduit donc le résultat annoncé des inégalités (4.17) et (4.18). �

On peut enfin établir le résultat de Sandra-Pott et de Maria Carmen Reguera suivant :

Théorème 4.5.2. (Sandra Pott et Carmen Reguera)
Pour 1 < p < +∞, il existe une constante C̃p,α > 0 telle que pour tout ω ∈ (Bp,α) on a :

‖Pα‖Lp(ωdAα)→Lp(ωdAα) ≤ C̃p,α[Bp,α(ω)]max(1, 1
p−1 ). (4.19)

Preuve. Soit ω ∈ (Bp,α) avec 1 < p < +∞. Supposons d’abord que p ≥ 2 alors max(1, 1
p−1) = 1.

En vertu du Corollaire 4.5.1 pour tout ω ∈ (B2,α) on a :

‖Pα‖L2(ωdAα)→L2(ωdAα) ≤ C2,αB2,α(ω),

où C2,α est une constante indépendante de ω. Il découle donc du Théorème 4.4.2 qu’il existe une
constante Cp,α > 0 indépendante de ω telle que

‖Pα‖Lp(ωdAα)→Lp(ωdAα) ≤ Cp,αBp,α(ω) = Cp,α[Bp,α(ω)]max(1, 1
p−1 ).

Maintenant, si 1 < p < 2 alors p′ > 2 et 1
p−1 = max(1, 1

p−1) ; comme ω1−p′ ∈ (Bp′,α) alors par analogie
au cas précédent et de la Proposition 4.5.1 on obtient :

‖Pα‖Lp(ωdAα)→Lp(ωdAα) = ‖Pα‖Lp′ (ω1−p′dAα)→Lp′ (ω1−p′dAα)

≤ Cp′,αBp′,α(ω1−p′) = Cp′,α[Bp,α(ω)]
1
p−1

= Cp′,α[Bp,α(ω)]max(1, 1
p−1 ).

Ainsi, on a :

‖Pα‖Lp(ωdAα)→Lp(ωdAα) ≤ C̃p,α[Bp,α(ω)]max(1, 1
p−1 ), où C̃p,α = max(Cp,α, Cp′,α). �

4.5.2 Contrôle optimal du projecteur de Bergman

Dans cette partir, nous montrons que l’inégalité (4.19) est optimale.

Définition 4.5.1. Soient f et g deux fonctions numériques positives à une variable réelle. On dit
que g croît plus lentement que f lorsque lim

x→+∞
g(x)
f(x) = 0.

Définition 4.5.2. Pour 1 < p < +∞ et −1 < α < +∞, on dira que l’estimation (4.19) valide pour
tout poids ω de la classe (Bp,α) est optimale en terme de la constante Bp,α(ω) lorsqu’on ne peut pas
trouver une fonction φ(x) qui croît plus lentement que x telle que :

‖Pα‖Lp(ωdAα)→Lp(ωdAα) ≤ Cφ
(
[Bp,α(ω)]max(1, 1

p−1 )
)
. (4.20)

quel que soit ω ∈ (Bp,α), où C > 0 est une constante indépendante de ω.
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Si DR(x) désigne le démi-disque supérieur contenu dans H, de centre x ∈ R et de rayon R > 0
(on note DR(0) par DR) notons :

K ′p,α(ω) := sup
R>0,x∈R

|DR(x)|ω,α
|DR(x)|α

(
|DR(x)|ω1−p′ ,α

|DR(x)|α

)p−1

et Kp,α(ω) := sup
R>0

|DR|ω,α
|DR|α

(
|DR|ω1−p′ ,α

|DR|α

)p−1

.

Lemme 4.5.1. Soient 1 < p < +∞, −1 < α < +∞ et ω un poids sur H. Alors, on a :
d−1
p,αKp,α(ω) ≤ Bp,α(ω) ≤ dp,αK

′
p,α(ω) avec dp,α = (

√
5)p(2+α).

Preuve. Soit R > 0, en considérant l’intervalle I = [−R,R], DR est contenu dans le boxe de
Carleson QI = [−R,R] × [0, 2R]. En observant la figure 4.5.1 cas (a), si on prend R′ =

√
5R alors

QI est contenu dans DR′ d’où DR ⊆ QI ⊆ DR′ . En utilisant les coordonnées polaires, on obtient :

|DR′ |α = 2
π

(
α + 1
α + 2

)(∫ π
2

0
(sin θ)αdθ

)
(
√

5R)2+α = (
√

5)2+α|DR|α.

Par conséquent, |DR|α ≤ |QI |α ≤ (
√

5)2+α|DR|α. Ainsi,

|DR|ω,α
|DR|α

(
|DR|ω1−p′ ,α

|DR|α

)p−1

≤ (
√

5)p(2+α) |QI |ω,α
|QI |α

(
|QI |ω1−p′ ,α

|QI |α

)p−1

≤ (
√

5)p(2+α)Bp,α(ω).

R étant arbitraire, il s’ensuit que :

Kp,α(ω) ≤ (
√

5)p(2+α)Bp,α(ω). (4.21)

Pour la deuxième inégalité, si on fixe I un intervalle de centre x ∈ R, en observant la figure 4.5.1
cas (b), alors QI est contenu dans DR(x) avec R =

√
5

2 |I|. Puis, en prenant J = [−R + x,R + x],
DR(x) est contenu dans QJ d’où QI ⊆ DR(x) ⊆ QJ . Mais, comme |J | = 2R =

√
5|I|, on vérifie que

|QJ |α = (
√

5)(2+α)|QI |α. Ainsi, |QI |α ≤ |DR(x)|α ≤ (
√

5)(2+α)|QI |α et donc,

|QI |ω,α
|QI |α

(
|QI |ω1−p′ ,α

|QI |α

)p−1

≤ (
√

5)p(2+α) |DR(x)|ω,α
|DR(x)|α

(
|DR(x)|ω1−p′ ,α

|DR(x)|α

)p−1

≤ (
√

5)p(2+α)K ′p,α(ω).

Il s’ensuit que
Bp,α(ω) ≤ 5p(1+α

2 )K ′p,α(ω). (4.22)

Il découle donc de (4.21) et (4.22) que

5−p(1+α
2 )Kp,α(ω) ≤ Bp,α(ω) ≤ 5p(1+α

2 )K ′p,α(ω).

�

Corollaire 4.5.2. Pour 1 < p < +∞, −1 < α < +∞ et 0 < δ < 1, si on considère
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4.5. Estimations optimales pour le projecteur de Bergman

(a) R′ =
√

5R (b) R =
√

5|I|
2

Figure 4.5.1

ω(z) = |z|(2+α)(p−1)(1−δ) alors ω ∈ (Bp,α) et pour dp,α = 5p(1+α
2 ) on a

d−1
p,α

δ1−p

p
≤ Bp,α(ω) ≤ dp,αδ

1−p.

Preuve. Soit R > 0, on sait que |DR|α = 2
π

(
α+1
α+2

)(∫ π
2

0 (sin θ)αdθ
)
R2+α, alors en utilisant de nouveau

les coordonnées polaires on a :

|DR|ω,α = 2
π

(α + 1)
(∫ π

2

0
(sin θ)αdθ

)∫ R

0
r(2+α)(p−1)(1−δ)+α+1dr

= 2
π

(
α + 1
α + 2

)(∫ π
2

0
(sin θ)αdθ

)
R(2+α)(p−1)(1−δ)+2+α

(p− 1)(1− δ) + 1

= |DR|α
R(2+α)(p−1)(1−δ)

(p− 1)(1− δ) + 1 .

De même, en remarquant que (1− p′)(1− p) = 1 on a aussi,

|DR|ω1−p′ ,α = 2
π

(α + 1)
(∫ π

2

0
(sin θ)αdθ

)∫ R

0
r(2+α)(δ−1)+α+1dr

= 2
π

(
α + 1
α + 2

)(∫ π
2

0
(sin θ)αdθ

)
R(2+α)(δ−1)+2+α

δ

= |DR|α
R(2+α)(δ−1)

δ
.

Il en résulte que, |DR|ω,α|DR|α

(
|DR|ω1−p′ ,α
|DR|α

)p−1
= δ1−p

(p−1)(1−δ)+1 . Alors on déduit que Kp,α(ω) = δ1−p

(p−1)(1−δ)+1 .
Mais, d’après le Lemme 4.5.1 on a d−1

p,αKp,α(ω) ≤ Bp,α(ω) ≤ dp,αKp,α(ω) avec dp,α = 5p(1+α
2 ) et

1 ≤ 1 + (p− 1)(1− δ) ≤ p ; on déduit alors que d−1
p,α

p
δ1−p ≤ Bp,α(ω) ≤ dp,αδ

1−p. �

Lemme 4.5.2. Il existe une constante Rα > 1 dépendant uniquement de α telle que pour tous

z, ξ1, ξ2 ∈ H, si |z| ≥ Rα, |ξ1| ≤ 1 et |ξ2| ≤ 1 alors arg
(
z−ξ1
z−ξ2

)2+α
≤ π

4 .

Preuve. Supposons d’abord qu’une telle constante existe. Fixons ξ1, ξ2 ∈ H avec |ξi| ≤ 1, i = 1, 2
et choisissons z ∈ H tel que |z| ≥ Rα. Soient Ai le point d’affixe ξi, i = 1, 2 et M le point d’affixe z
alors θα = arg((z − ξ1), (z − ξ2)) désigne l’angle en M dans le triangle de sommets respectifs A1, A2
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4.5. Estimations optimales pour le projecteur de Bergman

et M . Nous voulons maximiser la valeur de θα. Désignons par M ′ le point d’intersection du segment
[A1,M ] et le cercle de centre O et de rayon Rα (voir figure 4.5.2) et θ′α l’angle en M ′ dans le triangle
de sommets A1, A2 et M ′. Des propriétés de la géométrie élémentaire on observe que θ′α ≥ θα ; il est
donc nécessaire de choisir M tel que |z| = Rα.

Figure 4.5.2

Désormais, on fixe le point M tel que |z| = Rα. Soit Bi le point d’intersection du segment [Ai,M ]
et la droite réelle (voir figure 4.5.3), alors θα est aussi l’angle en M dans le triangle de sommets B1,
B2 et M qui est maximal lorsque la distance entre B1 et B2 vaut 2. On peut donc prendre ξ1 = −1
et ξ2 = 1.

Figure 4.5.3

Maintenant, fixons ξ1 = −1 et ξ2 = 1 et supposons que z = x + iy alors y =
√
R2
α − x2 puisque

|z| = Rα. Désignons par γi, i = 1, 2 l’angle en M dans le triangle de sommets respectifs Ai, M , et A
où A est le point d’affixe zA = x. Par symétrie, on peut supposer que 0 ≤ x < Rα (voir figure 4.5.4).
D’après la figure 4.5.4 on a : tan γ1 = x+1√

R2
α−x2

,

tan γ2 =


x−1√
R2
α−x2

si 1 ≤ x < Rα,

1−x√
R2
α−x2

si 0 ≤ x ≤ 1
et θα(x) =

 γ1 − γ2 si 1 ≤ x < Rα,

γ1 + γ2 si 0 ≤ x ≤ 1.

Dans les deux cas, en utilisant le fait que Acrtg(a) + Acrtg(b) = Acrtg( a+b
1−ab) on obtient que :

θα(x) = Acrtg
 x+ 1√

R2
α − x2

+ Acrtg
 1− x√

R2
α − x2

 = Acrtg
2
√
R2
α − x2

R2
α − 1

 .
On vérifie que la fonction x 7−→ θα(x) est décroissante sur [0, Rα[. Ainsi, l’angle θα atteint sa valeur
maximale lorsque x = 0 c’est-à-dire que z = iRα ou bien que M(0, Rα).
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4.5. Estimations optimales pour le projecteur de Bergman

(a) Cas où 1 ≤ x ≤ Rα (b) Cas où 0 ≤ x ≤ 1

Figure 4.5.4

Finalement, on a montrer que, quelques soient z, ξ1, ξ2 ∈ H tels que |z| ≥ Rα, |ξi| ≤ 1, i = 1, 2 on
a : arg((z − ξ1), (z − ξ2)) ≤ θα = 2 arctan 1

Rα
. Ainsi, pour avoir (2 + α)arg((z − ξ1), (z − ξ2)) ≤ π

4 , il
suffit que 2(2 + α) arctan 1

Rα
= π

4 , soit Rα =
(
tan π

8 (2 + α)−1
)−1

. �

Lemme 4.5.3. Soient 1 < p < +∞, −1 < α < +∞ et 0 < δ < 1. Alors pour le poids
ω(z) = |z|(2+α)(p−1)(1−δ), il existe une constante C̃p,α > 0 indépendante de δ telle que :

‖Pα‖Lp(ωdAα)→Lp(ωdAα) ≥ C̃p,α[Bp,α(ω)]max(1, 1
p−1 ). (4.23)

Preuve. Supposons d’abord que 1 < p ≤ 2 et considérons la fonction f(z) = |z|(2+α)(δ−1)1D(z),
z ∈ H avec D = {z ∈ H : |z| ≤ 1}. Alors f ∈ Lp(ωdAα) et ‖f‖pLp(ωdAα) = Cα

δ
. En effet, par passage

en coordonnées polaires on a :

‖f‖pLp(ωdAα) = α + 1
π

∫
D
|ξ|(2+α)(δ−1)p|ξ|(2+α)(1−δ)(p−1)(Im(ξ))αdA(ξ)

= 2(α + 1)
π

(∫ π
2

0
(sin θ)αdθ

)∫ 1

0
|r|(2+α)(δ−1)+α+1dr

= Cα
δ

avec Cα = 2(α + 1)
π(α + 2)

∫ π
2

0
(sin θ)αdθ.

Maintenant, considérons z ∈ H tel que |z| ≥ Rα où Rα ≥ 1 désigne la constante du Lemme 4.5.2 ;
alors quelque soit ξ ∈ D on a : 0 ≤ θα = arg

(
z−1
z−ξ

)2+α
≤ π

4 c’est-à-dire 1√
2 ≤ cos θα ≤ 1. Ainsi, on a :

|Pαf(z)| = 2α
|z − 1|2+α

∣∣∣∣∣∣
∫
D
f(ξ)

(
z − 1
z − ξ

)2+α

dAα(ξ)

∣∣∣∣∣∣
= 2α
|z − 1|2+α

∣∣∣∣∣
∫
D

f(ξ)|z − 1|2+α

|z − ξ|2+α eiθαdAα(ξ)
∣∣∣∣∣

≥ 2α
∫
D

f(ξ) cos θα
|z − ξ|2+α dAα(ξ)

≥ 2α√
2

∫
D

|ξ|(2+α)(δ−1)

|z − ξ|2+α dAα(ξ)
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≥ 2α

22+α+ 1
2
|z|−(2+α)

∫
D
|ξ|(2+α)(δ−1)dAα(ξ)

= C̃α
δ
|z|−(2+α) avec C̃α = Cα

4
√

2
.

Où on rappelle que pour ξ ∈ D = {z ∈ H : |z| ≤ 1} on a : |ξ| ≤ 1 ≤ Rα ≤ |z|, d’où

|z − ξ|−(2+α) ≥ |ξ|
−(2+α)

22+α .

Ainsi, pour tout z ∈ Dα = {v ∈ H : |v| ≥ Rα},

|Pαf(z)| ≥ C̃α
δ
|z|−(2+α). (4.24)

Il découle donc de l’inégalité (4.24) que :

‖Pαf‖pLp(ωdAα) =
∫
H
|Pαf(z)|pω(z)dAα(z)

≥
∫
Dα
|Pαf(z)|pω(z)dAα(z)

≥ C̃p
α(α + 1)
πδp

∫
Dα
|z|−(2+α)p|z|(2+α)(p−1)(1−δ)(Im(z))αdAα(z)

= 2C̃p
α(α + 1)
πδp

(∫ π
2

0
(sin θ)αdθ

)(∫ +∞

Rα
|r|(2+α)(δ(1−p)−1)+α+1dr

)

= C̃p
α

δp
· Cα
δ
· R

(2+α)δ(1−p)
α

p− 1
≥ [C̃p,αBp,α(ω)

1
p−1‖f‖Lp(ωdAα)]p,

avec C̃p,α = C̃α(dp,α)1−p′R
− (2+α)

p′
α . Où pour obtenir la dernière inégalité on a utilisé le fait que 1

p−1 ≥ 1,
‖f‖pLp(ωdAα) = Cα

δ
, R(2+α)δ(1−p)

α ≥ R(2+α)(1−p)
α et d’après le Corollaire 4.5.2,

[Bp,α(ω)]
p
p−1 ≤ [dp,αδ1−p]

p
p−1 = (dp,α)p′δ−p. Donc, ‖Pαf‖Lp(ωdAα) ≥ C̃p,α[Bp,α(ω)]

1
p−1‖f‖Lp(ωdAα). Par

suite, comme 1
p−1 = max(1, 1

p−1) (1 < p ≤ 2) on déduit que, ‖Pα‖Lp(ωdAα)→Lp(ωdAα) ≥ C̃p,α[Bp,α(ω)]max(1, 1
p−1 ).

Maintenant, si p ≥ 2 alors 1 < p′ ≤ 2. Il vient de la Proposition 4.5.1 et de ce qui précède que :

‖Pα‖Lp(ωdAα)→Lp(ωdAα) = ‖Pα‖Lp′ (ω1−p′dAα)→Lp′ (ω1−p′dAα)

≥ C̃p′,α[Bp,α(ω1−p′)]
1

p′−1

= C̃p′,αBp,α(ω) = C̃p′,α[Bp,α(ω)]max(1, 1
p−1 ).

Dans tous les cas, en prenant C̃p,α ≤ C̃p′,α, on obtient l’inégalité (4.23) pour 1 < p < +∞. �

Le résultat principale de cette partie est donne par le théorème qui suit.

Théorème 4.5.3. L’estimation (4.19) est optimale au sens de la Définition 4.5.2

Preuve. Supposons l’existence d’une fonction positive φ satisfaisant l’inégalité (4.20) pour tout
ω ∈ (Bp,α) ; en particulier pour ω(z) = |z|(2+α)(δ−1)(p−1) avec 0 < δ < 1. En posant
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4.5. Estimations optimales pour le projecteur de Bergman

X(δ) = [Bp,α(ω)]max(1, 1
p−1 ), il découle alors des inégalités (4.20) et (4.23) que :

C̃p,αX(δ) ≤ ‖Pα‖Lp(ωdAα)→Lp(ωdAα) ≤ Cφ(X(δ)).

D’où
X(δ)

φ(X(δ)) ≤ CC̃−1
p′,α. (4.25)

Mais du Corollaire 4.5.2 il suit que X(δ) ' (δ1−p)max(1, 1
p−1 ), d’où lim

δ→0+
X(δ) = +∞. Donc d’après

l’inégalité (4.25) on ne saurait avoir lim
x→+∞

x
φ(x) = +∞. Il est donc impossible que φ(x) croît plus

lentement que x. �

On déduit aussi le résultat suivant.

Corollaire 4.5.3. Soient 1 < p < +∞ et −1 < α < +∞ alors max
(
1, 1

p−1

)
est la plus petite

puissance τ telle que pour tout ω ∈ (Bp,α) on a :

‖Pα‖Lp(ωdAα)→Lp(ωdAα) ≤ Cp,α[Bp,α(ω)]τ . (4.26)

Où Cp,α est une constante ne dépendent pas de ω.

Preuve. Considérons la fonction positive φ(x) = xτ
′ avec τ ′ = τ [max(1, 1

p−1)]−1. Alors pour tout
ω ∈ (Bp,α), l’inégalité (4.26) est équivalente à l’inégalité suivante :

‖Pα‖Lp(ωdAα)→Lp(ωdAα) ≤ Cp,αφ
(
[Bp,α(ω)]max(1, 1

p−1 )
)
.

Il découle donc, du Théorème 4.5.3 qu’on ne peut avoir lim
x→+∞

φ(x)
x

= 0 puisque φ(x) ne peut croître

plus lentement que x. Mais, φ(x)
x

= xτ
′−1 et ne tend pas vers 0 lorsque x tend vers +∞ ; alors

nécessairement τ ′ = τ [max(1, 1
p−1)]−1 ≥ 1 soit τ ≥ max(1, 1

p−1). �

Tout compte fait, la notion de grille dyadique est un outil très improtant pour prouver les estima-
tions optimales pour le projeceur de Bergman dans le disque unité. De plus, on déduit de ce résultat
que l’estimation du Théorème 4.3.2 est optimale pour l’opérateur mα. On peut aussi remarquer que
le résultat le plus intéressant dans ce chapitre est le Lemme 4.2.1 puisqu’un résultat similaire en
dimension complexe supérieur permettrait d’y prolonger le Théorème 4.5.3 et le corollaire 4.5.3.
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♣ Conclusion ♣

L’objectif principal de ce mémoire était de caractériser les poids pour lesquels le projecteur de
Bergman dans le disque unité est continu sur les espaces Lp(ωdAα), p > 1 (ou faiblement continu
sur les espaces L1(ωdAα)) et de donner des estimations optimales de sa norme sur ces espaces pour
1 < p < +∞. Pour y parvenir, on s’est approprié quelques outils importants constituants le socle de
notre travail ; nous avons défini le projecteur de Bergman à travers une brève présentation de l’espace
de Bergman à poids dans le disque unité. Sur l’espace homogène (D, d, dAα) nous avons montré que
la continuité (ou la continuité faible : cas p = 1) du projecteur de Bergman sur les espaces Lp(ωdAα)
était caractérisée par l’appartenance de ω à la classe (Bp,α). Le problème des estimations optimales
pour le projecteur de Bergman dans le disque unité a été transféré fidèlement sur le demi-plan
supérieur. Puis, grâce à la méthode d’extrapolation de Rubio de Francia et la dualité, ce problème
a été résolu en démontrant l’équivalence entre le projecteur maximal de Bergman et l’opérateur
dyadique associé ; ce qui nous a permis d’obtenir des estimations optimales du projecteur de Bergman
sur les espaces L2(ωdAα) à poids de Békollé-Bonami. La notion de grille dyadique a permis d’obtenir
les estimations optimales pour le projecteur de Bergman dans le disque unité. Cependant, il convient
de mentioner que le problème d’estimations optimales pour le projecteur de Bergman en dimension
complexe supérieure sur la boule unité n’a pas encore été résolu . De plus, on ne sait pas s’il est
possible d’avoir des estimations optimales "faible" du projecteur de Bergman dans le cas p = 1.
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