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| Résumé |

Ce mémoire porte sur les estimations optimales pour le projecteur de Bergman dans le disque

unité de C. On note A2
� (D) l'espace de Bergman à poids : c'est l'espace des fonctions analytiques qui

sont dansL2(D; dA � ). Ici, � > � 1 et dA � (z) = ( � + 1)(1 � j zj2)� dA(z) où dA(z) est la mesure de

Lebesgue normalisée surD. Le projecteur de Bergman dans le disque unité est dé�ni surL2(D; dA � )

par :

P� f (z) :=
Z

D

f (w)
(1 � zw)2+ �

dA � (w) ; z 2 D:

Dans ce mémoire, à travers les travaux de David Békollé et Aline Bonami en 1978 nous montrons

que pour un poids! , le projecteur de Bergman est de type(p; p) sur Lp(D; dA � ) (1 < p < + 1 ) (res-

pectivement de type faible(1; 1) sur L1(D; ! dA � )) si et seulement si! est dans la classe(Bp;� ) (res-

pectivement(B1;� )) de Békollé-Bonami. Ensuite, grâce aux travaux de Sandra Pott et Maria Carmen

Reguera (2012) nous donnons une estimation optimale du projecteur de Bergman surLp(D; ! dA � )

(1 < p < + 1 ) suivant la caractéristiqueBp;� (! ) de Békollé-Bonami moyennant le modèle dyadique

et une adaptation de la méthode de Cruz-Uribe, Martell et Pérez.
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| Abstract |

This work focuses on the sharp estimates of the Bergman projection in the unit disk. We denote

by A2
� (D) the weighted Bergman space on the unit disk ofC : it is the space of analytic function

in L2(D; dA � ). Here, � > � 1 and dA � (z) = ( � + 1)(1 � j zj2)� dA(z) wheredA(z) is the normalized

Lebesgue area measure onD. The Bergman projection is de�ned onL2(D; dA � ) by :

P� f (z) :=
Z

D

f (w)
(1 � zw)2+ �

dA � (w) ; z 2 D:

In this thesis, from the work of David Békollé and Aline Bonami in 1978, we prove that given a

weighted! on D, the Bergman projection is of type(p; p) on Lp(D; ! dA � ) (1 < p < + 1 ) (respectively

of weak type(1; 1) on L1(D; ! dA � )) if and only if ! belong to(Bp;� ) class (respectively(B1;� ) class)

of Békollé-Bonami. Later, thanks to a work of Sandra Pott and Maria Carmen Reguera, we give

sharp estimates for the Bergman projection onLp(D; ! dA � ) (1 < p < + 1 ) in terms of Békollé-

Bonami constantBp;� (! ) by the means of a dyadic Modèle approach and an adaptation of a method

of Cruz-Uribe, Martell and Pérez.
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| Introduction |

On considére la mesure radiale dé�nie pardA � (z) = ( � + 1)(1 � j zj2)� dA(z), z 2 D, avec

� 1 < � < + 1 où dA(z) désigne la mesure standard de probabilité de Lebesgue surD. On dé�nit

l'espaceAp(D; dA � ) (0 < p < + 1 ) de Bergman comme étant l'ensemble des fonctions holomorphes

sur 
 qui sont dansLp(D; dA � ). On note P� le projecteur de Bergman dé�nit par

P� f (z) =
Z

D

f (w)
(1 � zw)2+ �

dA � (w); z 2 D:

C'est un opérateur intégral dont le noyau est dé�ni parK � (z; w) = (1 � zw)� (2+ � ) , z; w 2 D : C'est

le noyau de Bergman. La recherche de la dualité sur les espacesAp(D; dA � ) conduit au problème

de continuité du projecteur de Bergman sur les espacesLp(D; dA � ). De plus, on montre grâce à

la théorie des intégrales singulières développée par Coifman et Weiss en 1971 [8] dans le cadre des

espaces de natures homogènes que le projecteur de Bergman est une intégrale singulière. Plusieurs

mathématiciens ce sont penchés sur le problème de continuité d'un opérateur d'intégrale singulière

à cette époque. On peut citer : Muckenhoupt, Hunt et Wheeden [15], Coifman et Fe�erman [9],

Calderòn [6] etc... Le problème principal était celui de la caractérisation des fonctions posituves!;

localements intégrables sur un espace homogène(X; d; � ) pour lesquelles un opérateur d'intégrale

singulièreT est bornée surLp(! d� ) (1 < p < + 1 ) c'est-à-dire qu'il existeC > 0 tel que :

kT f kL p (! d� ) � Ckf kL p (! d� ) : (1)

Mais, plutôt, en 1972 Muckenhoupt [19] avait introduit une classe(Ap) dite de Muckenhoupt pour

laquelle bon nombre de ces opérateurs en particulier ceux de la classe de Calderòn-Zygmund saisfai-

saient l'inégalité (1) si et seulement si! appartient à la classe(Ap) c'est-à-dire! véri�e

Ap(! ) = sup
B

jB j !
jB j

 
jB j ! 1� p0

jB j

! p� 1

< + 1 : (2)

Paradoxalement, pour la simple raison que le noyau de Bergman est de classeC1 sur D et

n'est singulier qu'à la frontière deD, l'appartenance d'un poids à la classe de Muckenhoupt est

une condition su�sante pour avoir l'inégalité (1) et loin d'être nécessaire dans le cas du projecteur

de BergmanP� . Dès lors, l'étude de la continuité du projecteur de Bergman présente un intérêt

certain ; vu qu'un résultat analogue à celui de Coifman et Fe�erman fait en 1978 par David Békollé

1
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et Aline Bonami [5] s'étend au cas des mesures boréliennes (cas qui ne sera pas développé ici pour

des raisons d'objectivités). Ce résultat sera généralisé en dimension supérieur dans la boule unité de

Cn par David Békollé [4]. Comme ses prédécesseurs, David Békollé va introduire l'espace homogène

(D; d;dA � ) (que nous dé�nirons ultérieurement) et une classe de mesures boreliennes notée(Bp;� )

(1 � p < + 1 ) dite de Békollé-Bonani. Puis, il enonce les résultats suivants :

� L'opérateur P� s'étend en un opérateur continu surLp(D; d� ) (1 < p < + 1 ) dans lui-même

si et seulement si� est dans la classe(Bp;� ).

� L'opérateur P� s'étend en un opérateur faiblement continu surL1(D; d� ) si et seulement si�

est dans la classe(B1;� ).

Dans le cas où� est une mesure absolument continue par rapport àdA � , si ! désigne la dérivée

de Radon-Nikodym de� (� = ! dA � ), pour ces deux résultats la nécessité de l'appartenance de

� = ! dA � à la classe(Bp;� ) (1 � p < + 1 ) se prouve à peu près comme l'ont fait Coifman et

Fe�erman [9] dans le cas de la transformation de Hilbert. Pour les réciproques, on procède par

régularisation des poids de la classe(Bp;� ) de façon à obtenir des poids de Muckenhoupt ce qui

permet d'utiliser à nouveau le résultat de Coifman et Fe�erman. Pour la réciproque du premier

résultat, on montre que pour la fonction maximalm� dé�nit par :

m� f (z) = sup
r � 1�j � j;� 2 D

1B (�;r )(z)
jB (�; r )j �

Z

B (�;r )
jf jdA � (3)

on a les inégalités suivantes :

km� f kL p (! dA � ) � Ckf kL p (! dA � ) ; (4)

kP� f kL p (! dA � ) � Ckm� f kL p (! dA � ) : (5)

Pour La réciproque du second résultat on montre quem� est de type faible(1; 1) sur L1(! dA � ) ; puis

on utilise un découpage de type Calderòn-Zygmund.

Les harmoniciens font face à une frustration majeur car les techniques qu'ils utlisaient n'o�raient

pas une réelle visibilité sur la dépendance de la norme à poids de Muckenhoupt d'un opérateur

d'intégrale singulière. Cette nouvelle préocupation va succiter de très belles pages d'analyse. C'est

ainsi qu'en 2007 Petermichl [20] dans le cas de la transformation de Hilbert a prouvé l'estimation est

optimale suivante :

kT f kL 2 (! ) � CA2(! )kf kL 2 (! ) (6)

où la constanteC est indépendante de! . Ce résultat sera à l'origine de la conjectureAp (1 < p < + 1 )

qui stipule, qu'une estimation optimale pour un opérateur de type Caldéròn-ZygmundT en fonction

de la constanteAp(! ) est donnée par :

kT f kL p (! ) � C(T)Ap(! )max(1 ; 1
p� 1 )kf kL p (! ) : (7)

Où C(T) est une constante qui dépend uniquement deT. La recherche d'une telle estimation n'est

pas fortuite car, en 2001, Astala Iwaniec et Saksman [2] ont démontré que les résultats optimaux de

régularité des solutions des EDP de Beltrami étaient véri�ées dès lors qu'on supposait que la norme

Mémoire de MASTER : Estimations optimales pour le projecteur

de BERGMAN dans le disque unité
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d'opérateur de la transformation de Beurling-Ahlfors satisfaisait (7) pourp � 2. La conjectureAp sera

�nalement démontrée en 2011 par Hytönen [16]. Suite à ce nouveau developpement de la conjecture

Ap, une question intéressante serait celle de savoir s'il est possible de prolonger ce résultat à une

sorte de conjectureBp;� pour le projecteur de Bergman. Il s'agit aussi d'améliorer le résultat de

Alexandru et Constantin [1] qui dans une tentative de résolution de la conjectureBp;� ont réussi

à contrôller la normeLp à poids de Békollé-Bonami du projecteur de Bergman sur la boule unité

de Cn par la constanteB
5
2
p;� (! ). Mais, dans leur article [21] publié en 2013, Sandra pott et Maria

Carmen Reguera ont prouvé grâce à la notion grille dyadique que l'opérateur de Bergman dans le

disque unité satisfaisait à des estimations analogue à (6) données par :

kP� f kL p (! dA � ) � Cp;� [Bp;� (! )]max(1 ; 1
p� 1 )kf kL p (! dA � ) (8)

où Cp;� est une constante indépendante de! . Elles prouvent (8) en transférant le problème dans le

demi-plan complexe supérieur au moyen d'une bijection. Les grilles dyadiques permetent de dé�nir les

opérateurs dyadiques qui sont des opérateurs approchant le projecteur de Bergman indépendanment

des poids! de la classe(Bp;� ).

Notre mémoire, présente deux objectifs majeurs : nous devons caractériser la continuitéLp à poids

pour le projecteur de Bergman dans le disque unité ; puis, mettre en exergue les travaux de Sandra

pott et Maria Carmen Reguera c'est-à-dire prouver les estimations (8). Pour cela, nous adoptons le

plan suivant :

� Au chapitre un , nous rappelons les notions qui seront utiles dans ce mémoire.

� Le chapitre deux est consacré aux espaces de Bergman dans le disque unité et à une présen-

tation des poids de Békollé-Bonami.

� Le chapitre trois est consacré à la preuve du théorème de Békollé-Bonami.

� En�n, au chapitre quatre , nous nous inspirerons du travail Sandra Pott et de Maria Carmen

Reguera pour [21] pour prouver une nouvelle version de la preuve du théorème de Békollé-

Bonami qui o�re une estimation optimale du projecteur dans le cas où1 < p < + 1 .

Mémoire de MASTER : Estimations optimales pour le projecteur

de BERGMAN dans le disque unité
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? ? Chapitre Un ? ?

Notions préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons certaines notions utiles pour l'élaboration des résultats prévus

dans le cadre de mémoire. Il s'agit principalement des éléments de la théorie d'intégration, d'analyse

fonctionnelle linéaire, de variables complexes et ainsi que quelques résultats d'analyse harmonique.

1.1 Rappels sur la théorie d'intégration

Dans cette section on énonce quelques résultats de base de la théorie d'intégration qu'on utilisera.

Le triplet (X; A ; � ) désignera un espace mesuré. Cette partie est extraite de [3] et de [13].

Dé�nition 1.1.1. Pour 0 < p < + 1 ; Lp(X; � ) désigne l'ensemble des (classes de) fonctions

f � -mesurables surX et à valeurs dansC telles que quejf jp soit � -intégrable.

L1 (X; � ) est l'ensemble des (classes de) fonctionsf � -mesurables surX et à valeurs dansC telles

qu'il existe une constantec > 0 véri�ant � (f x 2 X : jf (x)j > cg) = 0 ou encore

jf j � c � -presque partout.

Pour 0 < p < + 1 et f 2 Lp(X; � ) on note

kf kL p (X;� ) =
� Z

X
jf (x)jpd� (x)

� 1
p

:

Et pour f 2 L1 (X; � ) on note

kf kL 1 (X;� ) = ess supjf j = inf f c > 0 : jf j � c ; � � p:pg

Dans la suite,Lp(X; � ) sera noté simplementLp et kf kL p (X;� ) = kf kp quand cela n'engendrera

pas de confusion. Sauf mention contraire, lorsqueX = Rn , la mesure considérée sera la mesure de

Lebesgue surRn .

Théorème 1.1.1. Soient f et g deux fonctions mesurables surX .

1) Si f 2 Lp(X; � ) et g 2 Lp0
(X; � ) avec 1

p + 1
p0 = 1 alors fg 2 L1(X; � ). De plus,

kfg k1 � k f kpkgkp0: (Inégalité de Hölder)

4



1.1. Rappels sur la théorie d'intégration

2) Si f; g 2 Lp(X; � ) alors on a :

kf + gkp � k f kp + kgkp: (Inégalité de Minkowski)

Théorème 1.1.2. (Convergence monotone de Beppo-Levi)

Soit f f ngn2 N une suite croissante de fonctions positives et� -intégrables. Alors,

lim
n! + 1

Z

X
f nd� =

Z

X
lim

n! + 1
f nd�:

De plus, sisup
n2 N

Z

X
f nd� < + 1 alors f f ngn converge simplement� -presque partout versf = sup

n2 N
f n

et f est � -intégrable .

Théorème 1.1.3. (Convergence dominée de Lebesgue)

Soit f f ngn2 N une suite d'éléments deLp avec 1 � p � + 1 qui converge simplement� -presque

partout vers une fonctionf . On suppose qu'il existe une fonction positiveg 2 Lp telle que pour tout

n 2 N, on ait : jf n j � g � -presque partout. Alorsf 2 Lp et kf n � f kp �! 0 quand n �! + 1 .

Dans le casp = 1 on a tout simplement lim
n! + 1

Z

X
f nd� =

Z

X
f d� .

Théorème 1.1.4. (Continuité sous le signe somme)

Soit f : X � E �! R, où E est un espace métrique. Si on pose

� (t) =
Z

X
f (x; t )d� (x)

et on suppose que :

(1) Pour tout t 2 E; f (�; t) est � -intégrable surX ;

(2) Pour presque toutx 2 X; f (x; �) est continue surE ;

(3) Pour tout t0 2 E, il existe V, un ouvert de t0 contenu dansE et il existe g, une fonction

� -intégrable surX ne dépendant que de la variablex véri�ant : pour tout t 2 V;

jf (�; t)j � g � -presque partout.

Alors la fonction � est continue surE.

Théorème 1.1.5. (Riesz-Fisher)

Pour 1 � p � + 1 , (Lp; k � kp) est un espace de Banach.

Théorème 1.1.6. (Réciproque du théorème de la convergence dominée de Lebesgue)

Si f f ngn2 N est une suite d'éléments deLp qui converge dansLp versf 2 Lp (c'est-à-direkf n � f kL p �!

0 quand n �! + 1 ) alors on peut extraire de la suitef f ngn une sous-suitef f nk gk et on peut trouver

une fonctiong 2 Lp telles que la suitef f nk gk converge simplement versf � -presque partout et pour

tout k 2 N, jf nk j � g � -presque partout.

Proposition 1.1.1. Soit 1 � p < + 1 . Si 
 � Rn est un ouvert alorsLp(
 ; � ) est un espace

séparable.

Théorème 1.1.7. (Fubini)
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1.1. Rappels sur la théorie d'intégration

(1) Soient (X i ; A i ; � i )1� i � k k espaces mesurés� -�nis, soit

f : (X 1 � � � � � X k ; A 1 
 � � � 
 A k) �!
�
R+ ; B(R+ )

�
. Soit � la mesure produit sur

(X 1 � � � � � X k ; A 1 
 � � � 
 A k). Pour toute permutation � de f 1; : : : ; kg, on a l'égalité :

Z

X 1 ����� X k

f d� =
Z

X � (1)

� � �
Z

X � ( k )

f (x1; : : : ; xk)d� � (1) (x � (1) ) : : : d� � (k)(x � (k)):

(2) Si la fonction f est mesurable et de signe quelconque, alors le résultat ci-dessus reste valide à

condition que l'on ait l'hypothèse supplémentaire suivante :

Z

X 1 ����� X k

jf jd� < + 1 :

Théorème 1.1.8. (Représentation de Riesz pour les espacesLp)

Pour 1 � p < + 1 , le dual topologique(Lp)0 de Lp est isométrique à l'espaceLp0
, où p0 est tel que

1
p + 1

p0 = 1. Plus précisement, pourT 2 (Lp)0, il existe une fonctiong 2 Lp0
telle que pour tout f 2 Lp

on a :

T f = hf; g i =
Z

X
f gd�:

De plus, par dualité, on a :kTk(L p )0 = kgkL p0 = sup
kf kL p =1

�
�
�
�

Z

X
f gd�

�
�
�
� . Ainsi on identi�e (Lp)0 à Lp0

grâce

à l'isomorphisme isométrique :

h�; �i : Lp0
�! (Lp)0

g 7�! h� ; gi : Lp �! C

f 7�! h f; g i =
Z

X
f gd�:

Théorème 1.1.9. Soit (X; A ; � ) un espace mesuré� -�ni (c'est-à-dire qu'il existe une suite f X ngn

d'éléments deux à deux disjoints deA véri�ant X =
[

n
X n et � (X n ) < + 1 ). Si f est une fonction

mesurable telle que pour toute fonctiong mesurable positive on a
Z

X
fg d� � 0 alors f � 0 � -presque

partout.

Dé�nition 1.1.2. Sur un espace mesurable(X; A ), une mesure� est dite absolument continue par

rapport à une autre mesure� (on note � � � ) lorsque pour tout

A 2 A ; � (A) = 0 ) � (A) = 0 .

Théorème 1.1.10. (Décomposition de Radon-Nikodym)

Soient � et � deux mesures positives sur un espace mesurable(X; A ). alors � se décompose de

manière unique sous la forme� = � a + � s, où � a � � et � s est singulière par rapport à� (c'est-à-dire

il existe A; B 2 A disjoints tels que� s(A) = � s(X ) et � (B ) = � (X ). De plus, il existe une fonction

f mesurable positive, telle que� a = f �
�

� a(A) =
Z

X
1A f d�

�

. On dit que f est la dérivée de Radon

de � par rapport à � .

Corollaire 1.1.1. Soit (X; A ; � ) un espace mesuré, alors les mesures absolument continues par

rapport à � sont sous la forme� = f � où f est une fonction mesurable positive.
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1.2. Espaces Lp-faible et interpolation de Marcinkiewicz

1.2 Espaces Lp-faible et interpolation de Marcinkiewicz

Avant d'énoncer le théorème d'interpolation de Marcinkiewicz dans les espacesLp, nous rappelons

sommairement les dé�nitions et quelques propriétés des espacesLp-faible ; confère [13, Pages, 31-34].

Dé�nition 1.2.1. Soit 0 < p < + 1 . On désigne parLp(X; � )-faible, noté Lp;1 (X; � ), l'ensemble

de toutes les classes de fonctions� -mesurables surX telles que

kf kL p; 1 = inf
�

c > 0 : � (f x 2 X : jf (x)j > � g) �
cp

� p
; 8� > 0

�

< + 1

= sup
n
�� (f x 2 X : jf (x)j > � g)

1
p ; � > 0

o
:

L'espaceL1 -faible est par dé�nition l'espaceL1 .

Dé�nition 1.2.2. Soient 1 � p; p0 � + 1 et T : Lp �! Lp0
une application. On dit queT est de

type (fort) (p; p0) ou bien queT est bornée deLp dansLp0
s'il existe une constanteAp; p0 � 0 telle que

pour toute fonction f 2 Lp; kT f kp0 � Ap; p0kf kp. Par conséquent lorsqueT est linéaire cela entraîne

la continuité de T.

On dit que T est de type faible(p; p0) avec1 � p0 < + 1 (resp de type faible(p;1 )) s'il existe une

constanteAp; p0 � 0 (resp Ap � 0) telle que pour toute fonctionf 2 Lp,

kT f kL p0;1 � Ap;p0kf kL p c'est-à-dire

� (f x 2 X : jT f (x)j > � g) �

 
Ap; p0kf kp

�

! p0

quelque soit� > 0

(respkT f k1 � Apkf kp (c'est-à-dire T est de type(p;1 ))):

Dans ces conditions, lorsqueT est linéaire on dit queT est faiblement continue deLp dansLp0
pour

dire queT est de type faible(p; p0).

Remarque 1.2.1. Si T est de type(p; p0) alors T est de type faible(p; p0), la réciproque n'étant

pas vraie. Cependant, le théorème d'interpolation dû à Marcinkiewicz est le plus souvent utilisé

lorsqu'on désire montrer qu'un opérateur sous-additif est borné deLp dans Lp0
sachant qu'il véri�e

des estimations de type faible. Il s'énonce comme suit :

Théorème 1.2.1. (Interpolation de Marcinkiewicz)

Soient p0 et p1 deux éléments de[1; + 1 ] tels que1 � p0 < p 1 � + 1 . Soit T une application sous-

additive dé�nie sur Lp0 + Lp1 à valeurs dans l'espace des fonctions mesurables surX , c'est-à-dire

jT(f + g)j � j T f j + jTgj pour toutes fonctionsf et g appartenant à Lp0 + Lp1 . On suppose queT

est simultanément de type faible(p0; p0) et de type faible(p1; p1). Alors pour tout 0 < t < 1; T est

de type (pt ; pt ) où
1
pt

=
t
p0

+
1 � t

p1

De plus, lorsquep1 < + 1 ,

Apt ; pt = 2

"

pt

 
(Ap0 ; p0 )p0

pt � p0
+

(Ap1 ; p1 )p1

p1 � pt

!# 1
pt
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1.3. Rappels d'analyse fonctionnelle et linéaire

convient alors pour avoirkT f kpt � Apt ; pt kf kpt pour tout f 2 Lpt .

Si p1 = + 1 , on peut prendre

Apt ; pt = 2

"

pt
(Ap0 ; p0 )p0

pt � p0

# 1
pt

:

1.3 Rappels d'analyse fonctionnelle et linéaire

Les di�érents résultats de section peuvent être retrouver dans [7, 3].

Théorème 1.3.1. (Graphe fermé)

Une application linéairef entre deux espaces de BanachE et F est continu si et seulement si pour

toute suite f xngn d'éléments deE telle que xn �! 0 (dans E) et f (xn ) �! y (dans F ) quand

n �! + 1 alors y = 0.

1.3.1 Espaces de Hilbert

Soit H un espace vectoriel sur le corpsK(= R ou C). On rappelle qu'un produit scalaire surH

est une forme hermitienne surH qui est dé�nie positive. Nous noteronsh; i pour désigner un produit

scalaire surH . Plus précisement, pourx; y; z 2 H et � 2 K, on a :

(1) hx + �y; z i = hx; yi + � hy; zi ;

(2) hx; y + �z i = hx; yi + � hx; zi ;

(3) hx; yi = hy; xi ;

(4) hx; x i � 0 et hx; x i = 0 , x = 0 (On dit que h; i est dé�nie positive).

De plus, l'application dé�nie sur H par kxk =
q

hx; x i ; x 2 H est une norme surH . C'est la

norme associée au produit scalaireh; i .

Dé�nition 1.3.1. Un espace préhilbertien est unK-espace vectorielH muni d'un produit scalaire

h; i . On notera (H; h; i ) ou simplementH .

Si en plusH est complet pour la norme associée au produit scalaireh; i , alors on dit que(H; h; i ) est

un espace de Hilbert.

Dé�nition 1.3.2. Deux vecteursx et y d'un espace préhilbertienH sont dits orthogonaux lorsque

hx; yi = 0. Et si A est une partie non vide deH , alors on appelle orthogonal deA et on note A?

l'ensemble dé�ni par : A? = f x 2 H : hx; yi = 0 8y 2 Ag:

Théorème 1.3.2. (Projection orthogonale)

Soit H un espace de Hilbert. SoitF un sous-espace de Hilbert (ou encore un sous-espace fermé)

de H . Alors, pour tout x appartenant à H , il existe un unique élément notéPF x appartenant à F

véri�ant :

kx � PF xk = d(x; F ) = inf fk x � zk; z 2 F g: (1.1)

De plus,PF x est l'unique élément deF tel que x � PF x soit dans l'orthogonal deF : c'est le projeté

orthogonal dex sur F .
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1.3. Rappels d'analyse fonctionnelle et linéaire

L'application notée PF dé�nie de H dansF qui à x associePF x est la projection orthogonale deH

sur F .

Remarque 1.3.1. La relation (1.1) reste valide lorsqueH est seulement préhilbertien etF une

partie non vide deH , convexe et qui est un espace métrique complet pour la distance induite par la

norme associée au produit scalaire deH .

Proposition 1.3.1. Soient H un espace de Hilbert etF un sous-espace fermé deH .

(1) Pour x et y dans H , on a : kPF x � PF yk � k x � yk (Cette inégalité reste vraie lorsqueF est

un convexe fermé et non vide deH ).

(2) LorsqueF 6= f 0g; PF est un opérateur linéaire continue de norme1.

(3) Pour x et y dansH , on a : hPF x; yi = hx; PF yi .

(4) PF � PF = PF .

(5) Im PF = F ; kerPF = P � 1
F f 0g = F ? et H = F � F ? .

(6) PF ? = Id H � PF .

Théorème 1.3.3. (Théorème de représentation de Riesz)

Soit H un espace de Hilbert et soit' une forme linéaire continue surH . Alors il existe un unique

vecteur a dansH tel que pour tout x 2 H; ' (x) = hx; ai et k' k = kak.

1.3.2 Bases hilbertiennes

Dé�nition 1.3.3. Soit H un espace préhilbertien et soitI un ensemble non vide d'indices. On dit

que la famille f ei gi 2 I d'éléments deH est orthogonale si on a :hei ; ej i = 0 pour i; j 2 I; i 6= j .

De plus, sikei k = 1 8 i 2 I , c'est-à-direhei ; ej i = � ij =

8
<

:
1 si i = j

0 si i 6= j
alors on dit que la famille

(ei ) i 2 I est orthonormée ou orthonormale.

Théorème 1.3.4. (Théorème de Pythagore généralisé)

Soient H un espace de Hilbert etf xngn2 N une suite orthogonale d'éléments deH . La série
+ 1X

n=0

xn

converge dansH si et seulement si la série numérique
+ 1X

n=0

kxnk2 converge. Dans ce cas, on a la relation

de Pythagore généralisée






+ 1X

n=0

xn







2

=
+ 1X

n=0

kxnk2:

Théorème 1.3.5. Soit H un espace de Hilbert, soitf engn2 N une suite orthonormée d'éléments de

H et soit F le sous-espace de Hilbert qu'elle engendre, c'est-à-dire queF est l'adhérence dansH du

sous-espace engendré par la suitef engn2 N. Alors

(1) Pour tout x 2 H , la série
+ 1X

n=0

hx; en i en est convergente et sa somme est égale àPF x et on a

l'inégalité de Bessel :

kPF xk2 =
+ 1X

n=0

jhx; en ij 2 � k xk2:
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1.4. Quelques résultats de variables complexes

(2) Quelque soientx et y dansH , la série numérique
+ 1X

n=0

hx; en i hy; en i est absolument convergente

et on a :
+ 1X

n=0

hx; en i hy; en i = hPF x; PF yi :

Dé�nition 1.3.4. Soit H un espace de Hilbert. On appelle base hilbertienne deH toute famille

f ei gi 2 I orthonormée deH qui est totale c'est-à-dire que le sous-espace engendré parf ei gi 2 I est dense

dansH .

Théorème 1.3.6. (Théorème des bases hilbertiennes)

Soit f engn2 N une suite orthonormée d'un espace de HilbertH . Les assertions suivantes sont équiva-

lentes :

(1) f engn2 N est une base hilbertienne deH .

(2) Tout élément x dansH s'écrit sous la formex =
+ 1X

n=0

hx; en i en .

(3) Quels que soientx et y dansH , on a : hx; yi =
+ 1X

n=0

hx; en i hy; en i .

(4) Pour tout x dansH on a l'identité de Parseval-Bessel :

kxk2 =
+ 1X

n=0

jhx; en ij 2:

Théorème 1.3.7. Tout espace de Hilbert séparable (c'est-à-dire qui contient une partie dénom-

brable qui est totale) possède une base hilbertienne.

1.3.3 Opérateurs dans les espaces de Hilbert

Dé�nition 1.3.5. Soit H un espace préhilbertien et soitu un opérateur dansH . On appelle

opérateur adjoint deu un opérateur notéu� qui est tel quehu(x); yi = hx; u � (y)i , pour

x; y 2 H .

Lorsqueu = u� , on dit que u est un opérateur auto-adjoint.

Proposition 1.3.2. (1) L'adjoint d'un opérateur s'il existe, est unique.

(2) Si H est un espace de Hilbert, alors tout opérateur continu surH possède un unique adjoint.

(3) (u� )� = u ; (u + v)� = u� + v� ; (�u )� = �u � ; (u � v)� = v� � u� .

(4) Si u est inversible alorsu� est aussi inversible et(u� )� 1 = ( u� 1)� .

(5) Lorsqueu est continue, alorsu� l'est aussi et on akuk = ku� k.

1.4 Quelques résultats de variables complexes

Cette section est un extrait du livre [22].
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1.4. Quelques résultats de variables complexes

1.4.1 Holomorphie et analyticité

Soient a 2 C et r > 0. On note par :

D(a; r) = f z 2 C : jz � aj < r g le disque ouvert de centrea et de rayonr .

D(a; r) = f z 2 C : jz � aj � r g est le disque fermé de centrea et de rayonr .

C(a; r) = f z 2 C : jz � aj = rg est le cercle de centrea et de rayonr .

Dé�nition 1.4.1. Soient 
 un ouvert de C et f une fonction de
 dans C. On dit que f est

holomorphe (dérivable au sens complexe) en un pointa de 
 si la limite de
f (z) � f (a)

z � a
existe quand

z tend versa. Cette limite est alors appelée la dérivée def en a et est notéef 0(a). On dit que f est

holomorphe sur
 si elle est holomorphe en tout point de
 .

L'ensemble des fonctions holomorphes sur
 est notéH (
) .

Dé�nition 1.4.2. Soient 
 un ouvert de C et f : 
 �! C une fonction d'une variable complexe.

On dit que f est analytique ena de 
 s'il existe r > 0 tel que le disqueD(a; r) est contenu dans


et si on peut trouver une suitef angn2 N de nombres complexes telle que pour toutz 2 D(a; r) :

f (z) =
+ 1X

n=0

an (z � a)n :

On dit que f est analytique sur
 si elle est analytique en tout point de
 .

On note A(
) l'ensemble des fonctions analytiques sur
 .

Proposition 1.4.1. Si 
 est un ouvert deC, alors A(
) = H (
) .

Théorème 1.4.1. Soient 
 un ouvert de C et f une fonction analytique de
 dans C qui est

continue. Les propiétés suivantes sont équivalentes :

(1) Pour tout disque D(a; r) contenu dans
 , on a :

f (a) =
1

2�

Z 2�

0
f (a + reit )dt: (Formule de la moyenne)

(2) Pour tout disque D(a; r) contenu dans
 , on a :

f (a) =
1

�r 2

Z

D (a;r )
f (x + iy )dxdy: (Formule de la moyenne planaire)

Proposition 1.4.2. Soient
 un ouvert deC, f une fonction holomorphe sur
 et D(a; r) un disque

fermé contenu dans
 . Si le développement def en série entière au voisinage dea est
+ 1X

n=0

an (z � a)n ,

on a pourn 2 N :
f (n)(a)

n!
= an =

1
2�r n

Z 2�

0
f (a + reit )e� int dt:

Corollaire 1.4.1. (Inégalités de Cauchy)

Soit f une fonction holomorphe au voisinage du disqueD(a; r). Alors les coe�cients f angn2 N du

développement en série entière def en a véri�ent :

jan j � M (r )r � n ; où M (r ) = sup
z2 D (a;r )

jf (z)j:
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1.4. Quelques résultats de variables complexes

Théorème 1.4.2. (Weierstrass)

Soit f f ngn une suite d'éléments deH (
) qui converge uniformément versf sur tout compact deC

contenu dans
 , alors f 2 H (
) . En outre, quelque soitk entier naturel, la suite f f (k)
n gn converge

uniformément sur les compacts deC contenu dans
 vers f (k) .

1.4.2 Fonctions Gamma et Bêta

Dé�nition 1.4.3. [13, Pages,416-424]

(1) On appelle � fonction Gamma � la fonction dé�nie pour x 2]0; + 1 [ par

�( x) =
Z + 1

0
e� t tx� 1dt:

(2) On appelle � fonction Bêta � la fonction dé�nie pour un couple (x; y) 2]0; + 1 [� ]0; + 1 [ par

� (x; y) =
Z 1

0
tx� 1(1 � t)y� 1dt:

Propriété 1.4.1. (1) � est bien dé�nie et de classeC1 sur ]0; + 1 [.

(2) Pour tout x 2]0; + 1 [; �( x + 1) = x�( x). En particulier pour n 2 N; �( n + 1) = n!.

(3) Pour tout x 2]0; 1[; �( x)�(1 � x) =
�

sin�x
.

(4) Pour tout couple (x; y) 2]0; + 1 [� ]0; + 1 [; � (x; y) =
�( x)�( y)
�( x + y)

.

(5) On a l'équivalence :�( x + 1) '
p

2�x
� x

e

� x

lorsquex �! + 1 (Formule de Stirling).

(6) Pour jxj < 1 et � > 0 on a :

(1 � x)� � =
+ 1X

n=0

�( n + � )
n!�( � )

xn :

Preuve. (5)Nous allons juste prouver la formule de Stirling. En e�ectuant successivement les chan-

gements de variablest = x + sx
q

2
x et y =

q
x
2 l'on véri�e que :

�( x + 1) =
� x

e

� x p
2x

Z + 1

� y

�
1 + s

y

� 2y

e2sy
ds c'est-à-dire

�( x + 1)
�

x
e

� x p
2x

=
Z

R
f (y; s)ds:

Où f (y; s) =
�

1+ s
y

es

� 2y

1[� y;+ 1 [(s). L'on véri�e aisément les inégalités suivantes :

jf (y; s)j �

8
<

:
(1 + s)2e� s si s � 0

e� s2
si � y � s � 0

� g(s) := (1 + s)2e� s1f t � 0g(s) + e� s2
1f t � 0g(s):

La fonction s 7! g(s) est intégrable etf (y; s) ! e� s2
lorsquey 7! + 1 . Le Théorème de la convergence

dominée donne le résultat escompter comme suit :

lim
x! + 1

�( x + 1)
�

x
e

� x p
2x

y= x
2= lim

y! + 1

Z

R
f (y; s)ds =

Z

R
e� s2

ds =
p

�:
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1.5. Rappels d'analyse harmonique

1.5 Rappels d'analyse harmonique

1.5.1 Espaces de nature homogène

Dé�nition 1.5.1. [8] On appelle pseudo-distance sur un ensemble non videX toute application

d : X � X �! R+ telle que :

(1) d(x; y) = 0 , x = y ;

(2) d(x; y) = d(y; x) ;

(3) Il existe une constante positive� 1 (� 1 � 1) telle que pour tousx; y; z 2 X ,

d(x; z) � � 1 (d(x; y) + d(y; z)) :

Pour x 2 X et r > 0, l'ensembleB(x; r ) := f y 2 X : d(x; y) < r g est appelé pseudo-boule ouverte

de centrex et de rayonr . Les pseudo-boules ouvertes centrées enx satisfont aux axiomes d'une base

de voisinage dex.

Dé�nition 1.5.2. Soit d une pseudo-distance surX . Une mesure borélienne positive� (X étant

supposé muni de la topologie associée àd) est dite homogène ou doublante s'il existe une constante

� 2 positive telle que quels que soientx 2 X et r > 0 on ait

� (B (x; 2r )) � � 2� (B (x; r )) < + 1 :

On dit alors que le triplet (X; d; � ) est un espace de nature homogène ou tout simplement un espace

homogène.

1.5.2 Quelques rappels de la théorie des intégrales singulières

Lemme 1.5.1. (Lemme de recouvrement de Vitali)

Soit (X; d; � ) un espace homogène et soitE un sous-ensemble mesurable deX qui est recouvert

par la réunion d'une famillef B j gj 2 J de pseudo-boules ouvertes de diamètres uniformément bornés,

c'est-à-dire il existeC > 0 tel que 8j 2 J , diamB j < C . Alors on peut extraire de la famillef B j gj 2 J

une sous-famille �nie ou in�nie de pseudo-boulesf Bkgk deux à deux disjointes telles que pour une

constante� > 0 ne dépendant que des constantes deX , la suite dilatéef �B kgk recouvreE, où �B k

est une pseudo-boule de même centre queBk et de rayon� -fois plus grand.

Sur l'espace homogène(X; d; � ), soit f une fonction localement intégrable, c'est-à-dire intégrable

sur les pseudo-boules. On dé�nit la fonction maximale def par :

Mf (x) := sup
r> 0

1
� (B(x; r ))

Z

B (x;r )
jf (y)jd� (y):

Théorème 1.5.1. (Maximal de Hardy-Littlewood)[12]

Soit (X; d; � ) un espace homogène.SiM désigne l'opérateur maximal alors il existe une constante
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1.5. Rappels d'analyse harmonique

A1 > 0 indépandante de la mesure� telle que pour tout f 2 L1(X; � ) et pour tout � > 0 on a :

� (f x 2 X : Mf (x) > � g) �
A1

�
kf k1:

C'est-à-dire que l'opérateurM est de type faible (1,1).

Dé�nition 1.5.3. Soit (X; d; � ) un espace homogène. On dit qu'un noyauk est un a-noyau de

Carderón-Zygmund pour la pseudo-distanced si les conditions suivantes sont véri�ées :

(1) Il existe une constantec1 > 0 telle que pour tousx; y 2 X on a : jk(x; y)j �
c1

(d(x; y))a
;

(2) Il existe des constantes�; c2 et c3 telles que pour tousx; y et y0 2 X satisfaisant à l'inégalité

d(y; y0) � c3d(x; y), on a :

jk(x; y) � k(x; y0)j + jk(y; x) � k(y0; x)j � c2
d(y; y0)�

d(x; y)a+ �
:

Si de plus, pour tousR1 et R2 avec0 < R 1 < R 2 et tout x 2 X , on a :

Z

R1<d (x;y )<R 2

k(x; y)d� (y) = 0 ;

alors on dit quek est un noyau singulier.

L'un des théorèmes fondamentaux en théorie des intégrales singulières est le théorème de Coifman-

Weiss qui s'énonce comme suit :

Théorème 1.5.2. (Coifman-Weiss)

Soit k 2 L2(X � X; � 
 � ) le noyau d'un opérateur intégralT véri�ant :

(1) T est de type(2; 2) sur L2.

(2) Il existe deux constantesc1 et c2 telles que pour tousy; y0 2 X on ait :

Z

d(y;y0 )� c1d(x;y )
jk(x; y) � k(x; y0)jd� (x) < c2 :

Alors pour tout p;1 � p � 2, il existe une constanteAp dépendant seulement dec1 et c2 telle que

pour tout f 2 L2 \ Lp on ait : kT f kp � Apkf kp et pour p = 1, T est de type faible(1; 1).

Nous aurons aussi besoin du lemme de décomposition de Whitney extrait de l'ouvrage [5].

Lemme 1.5.2. (Décomposition de Whitney)

Soit (X; d; � ) un espace homogène. SoitO un ouvert strictement contenu dansX . Il existe deux

constantes positivesN (N 2 N) et � ne dépendant que des constantes deX et une suite de pseudo-

boulesB j = B(x j ; r j ) telles que

(1) O =
[

j 2 N

B j ;

(2) Un point de O ne peut appartenir à plus deN pseudo-boulesB j ;

(3) Les pseudo-boules�B j rencontrent le complémentaire deO dansX .
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? ? Chapitre Deux ? ?

Espaces de Bergman dans le disque unité

Ce chapitre, au vu des objectifs à atteindre dans ce mémoire, est consacré à l'étude des espaces

de Bergman à poids dans le disque unitéD par rapport à la mesuredA � (z) = ( � +1)(1 � j zj2)� dA(z)

où � 1 < � < + 1 , 1 � p < + 1 et dA est la mesure de Lebesgue normalisée surD. Ces espaces sont

des espaces de Banach, résultat qu'on obtient ici comme une conséquence de l'estimation, valide sur

les sous-ensembles compactsK de D et pour tout f 2 H (D) :

sup
z2 K

jf (z)j � CK; � kf kp; � où kf kp; � =
� Z

D
jf (z)jpdA � (z)

� 1=p

et CK; � est une constante positive ne dépendant que deK et � . Dans le casp = 2; A2
� est un espace

de Hilbert à noyau reproduisant dont le noyau est donné par le noyau de Bergman que nous prendrons

soin de dé�nir. Nous parlerons aussi du projecteur notéP� de Bergman à poids dans le disque unité

qui n'est rien d'autre que la projection orthogonale de l'espaceL2(D; dA � ) sur le sous-espaceA2
� .

Puis à la �n nous présentons les poids de Békollé Bonami. Il est important de mentionner que le

choix de � > � 1 assure tout simplement queAp
� 6= f 0g.

2.1 Dé�nition et propriétés

On désigne parC l'ensemble des nombres complexes. On dénote par

D := f z 2 C jzj < 1g le disque ouvert deC

T := f z 2 C jzj = 1g le cercle unité deC

H (D) est l'espace des fonctions holomorphes dansD:

On note dA la mesure de Lebesgue normalisée surD. Plus précisement,

dA(z) =
1
�

dxdy =
1
�

rdrd� où z = x + i y = rei � :

15



2.1. Dé�nition et propriétés

Pour � 1 < � < + 1 , nous notonsdA � la mesure absolument continue par rapport à la mesuredA

dé�nie par :

dA � (z) := ( � + 1)(1 � j zj2)� dA(z) =
(� + 1)

�
(1 � r 2)� r drd�:

Dé�nition 2.1.1. Soient 0 < p � + 1 et � 1 < � < + 1 . On appelle espace de Bergman à

poids (relativement à la mesuredA � ) dans le disque unité que l'on noteAp
� = Ap

� (D), l'ensemble des

fonctions holomorphes dansD qui sont dansLp(D; dA � ) c'est-à-dire :

� pour 0 < p < + 1

Ap
� :=

�

f 2 H (D)
Z

D
jf (z)jpdA � (z) < + 1

�

;

� pour p = + 1 , on écrit A1
� (D) = H 1 (D) qui est tout simplement le sous-espace deH (D)

formé des fonctions bornées surD.

Ainsi, pour 1 � p < + 1 et pour f élément deLp(D; dA � ) on note par

kf kp; � :=
� Z

D
jf (z)jpdA � (z)

� 1=p

la norme dansLp(D; dA � ) et pour f appartenant à L1 (D) on note par

kf k1 = supfj f (z)j : z 2 Dg:

Dans la suite, sauf mention contraire, on supposera que� 1 < � < + 1 et 1 � p < + 1 .

Lemme 2.1.1. Si K est un compact deC contenu dansD, n un entier naturel, alors il existe une

constante strictement positiveCK; � = C(K; n; p; � ) ne dépendant que deK; n; p et � telle que pour

tout f élément deAp
� :

sup
z2 K

jf (n)(z)j � CK; � kf kp; � :

Preuve. K étant un compact deC contenu dansD alors nécessairementK ne rencontre pas la

frontière T de D. Par conséquent la distance entreK et T est non nulle. Si on considèreR = R(K )

cette distance, alorsR = R(K ) > 0 et pour tout z dansK , le disqueD(z; R) est contenu dansD.

En e�et, si � 2 D(z; R) et � =2 D alors [z; � ] \ T = f ei� g � D(z; R): Donc, jz� ei� j < R = inf fj z� ei� j :

z 2 K; e i� 2 Tg ce qui est absurde. Soientz appartenant à K , f un élément deAp
� et 0 < r < R .

D'après la Proposition 1.4.2 on a :

f (n)(z) =
n!

2�r n

Z 2�

0
f

�
z + rei �

�
e� in� d�: (2.1)

En multipliant les deux membres de (2.1) par la mesure(� +1)
� (1 � r 2)� r dr puis en intégrant sur[0; R]

on obtient :

f (n)(z) =
n!

Z

D (z;R)
jw � zjndA � (w)

Z

D (z;R)
f (w)

jw � zjn

(w � z)n
dA � (w): (2.2)
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2.1. Dé�nition et propriétés

En appliquant l'inégalité de Hölder au membre de droit de (2.2), on a

�
�
�f (n)(z)

�
�
� �

n!
Z

D (z;R)
jw � zjndA � (w)

 Z

D (z;R)
jf (w)jpdA � (w)

! 1
p

 Z

D (z;R)
dA � (w)

! 1� 1
p

�
n!A � (D(z; R))1� 1

p

Z

D (z;R)
jw � zjndA � (w)

kf kp; � :

Mais, du théorème de la continuité de Lebesgue (Théorème 1.1.4), on remarque que l'application

qui à z associe
n!A � (D(z; R))1� 1

p

Z

D (z;R)
jw � zjndA � (w)

est continue sur le compactK comme rapport de fonctions

continues avec un dénominateur qui ne s'annulle pas. Alors en prenant

CK; � = sup
z2 K

n!A � (D(z; R))1� 1
p

Z

D (z;R)
jw � zjndA � (w)

;

on aboutit à l'inégalité

sup
z2 K

jf (n)(z)j � CK; � kf kp; � :

�

Remarque 2.1.1. Pour n = 0 la relation (2.2) s'écrit :

f (z) =
1

A � (D(z; R))

Z

D (z;R)
f (w)dA � (w) (2.3)

qui est la formule de la moyenne planaire sur le disqueD(z; R).

Théorème 2.1.1. Pour tout p � 1, Ap
� est un sous-espace fermé deLp(D; dA � ).

Preuve. Soit f f ngn une suite d'éléments deAp
� qui converge dansLp(D; dA � ) vers un élémentf .

D'après le Lemme 2.1.1, pour tout compactK de C contenu dansD et pour deux entiers naturelsn

et m, on a :

sup
z2 K

j(f n � f m )(z)j � CK; � kf n � f mkp; � :

Cette estimation montre que la convergence de la suitef f ngn dans Lp(D; dA � ) entraîne qu'elle est

uniformément de Cauchy surK . Ainsi, la suite f f ngn converge uniformément sur tout compactK

de C contenu dansD vers une fonctiong holomorphe surD. D'autre part, du fait que la suite f f ngn

converge versf dans Lp(D; dA � ), en vertu du Théorème 1.1.6, on peut extraire de cette suite une

sous-suitef f nk gk qui converge simplement versf pour presque toutz dansD. L'unicité de la limite

entraîne quef = g presque partout surD. L'analyticité de g entraîne quef = g sur D.

Ainsi, f est un élément deAp
� , ce qui prouve queAp

� est fermé dansLp(D; dA � ). De plus, il est facile

de véri�er que Ap
� est un sous-espace vectoriel deLp(D; dA � ). �

Corollaire 2.1.1. Pour p � 1 Ap
� est un espace de Banach muni de la normek � kp; � .

Dans le casp = 2, c'est un espace de Hilbert muni du produit scalaire usuel deL2(D; dA � ).
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2.1. Dé�nition et propriétés

Remarque 2.1.2. (1) Pour p = + 1 , l'espaceAp
� est tout simplement réduit àH 1 (D) qui est le

sous-espace des fonctions bornées deH (D). Muni de la normek �k1 ; H 1 (D) est un sous-espace

fermé deL1 (D) et donc aussi un espace de Banach.

(2) Ap
� étant un sous-espace fermé dans l'espaceLp(D; dA � ) qui est séparable, alorsAp

� est aussi

séparable.

Proposition 2.1.1. Lorsque� � � 1 on queAp
� (D) = f 0g:

Preuve. Supposons fonctionf 6= 0 telle que f 2 Ap
� (D) alors 0 est zéro un isolé def: Donc, la

factorisation implique qu'il existe m 2 N tel que f (z) = zmg(z) où g est une fonctiong 2 H (D),

g(0) 6= 0: Nous a�rmons que g 2 Ap
� : En e�et, il est évident que jgjp est intégrable sur le compact

D(0; 1=2) ainsi,

Z

D
jg(z)jpdA� (z) =

Z

D (0;1=2)
jg(z)jpdA� (z) +

Z

1=2�j zj� 1
jg(z)jpdA� (z)

=
Z

D (0;1=2)
jg(z)jpdA� (z) +

Z

1=2�j zj� 1
jzj � mp jf (z)jpdA� (z)

�
Z

D (0;1=2)
jg(z)jpdA� (z) + kf kp;� (1=2)� mp < + 1 :

Par conséquentg 2 Ap
� et g(0) 6= 0: Par ailleurs commeg est holomorphe surD la propriété de la

moyenne planaire mentionnée dans la relation (2.3) et l'inégalité de Hölder entraînent que toutr < 1

on a

jg(0)j =
1

jD(0; r )j �

�
�
�
�
�

Z

D (0;r )
g(z)dA� (z)

�
�
�
�
�

� j D(0; r )j � 1=p
� kgkp;�

Compte tenus du fait quedA� (z) = � +1
� � (1 � � 2)� d�d� et en raison du fait� � � 1 on véri�e que

jD(0; r )j � 1=p
� = �

�
1 � (1 � r 2)� +1

� � 1=p
! 0 lorsque r 7! 1� :

Donc, jg(0)j = 0 ce qui contredit le fait que0g(0) 6= 0 nécessairement on af = 0 et on a le résultat

escompter. �

Dans certaines applications, on a souvent besoin d'approximer les fonctions deAp
� par de bonnes

fonctions. Le résultat qui suit nous o�re deux possibilités pour le faire.

Proposition 2.1.2. Soient f une fonction holomorphe surD et 0 < r < 1. On dé�nit la fonction

f r par f r (z) = f (rz) ( f r est dé�nie sur le disqueD
�
0; 1

r

�
). Soit 1 � p < + 1 .

(1) Pour tout f dansAp
� ,

kf r � f kp; � �! 0 quand r �! 1� : (2.4)

(2) Pour tout f dansAp
� , il existe une suitef Pngn de polynômes holomorphes telle que

kPn � f kp; � �! 0 quand n �! + 1 : (2.5)

Ce qui montre que l'ensemble des polynômes holomorphes est dense dansAp
� .
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2.1. Dé�nition et propriétés

Preuve. (1) Soit f appartenant à Ap
� . Soient 0 < r; � < 1. Pour tout w dansD, on a :

� � D(w)jf (w)jp � j f (w)jp et � � D(w)jf (w)jp �! j f (w)jp lorsque � �! 1� où � � D désigne la

fonction caractéristique de� D. En appliquant le théorème de la convergence dominée, on obtient

lim
� ! 1�

Z

� D
jf (w)jpdA � (w) = lim

� ! 1�

Z

D
� � Djf (w)jpdA � (w)

=
Z

D
jf (w)jpdA � (w):

D'où

lim
� ! 1�

Z

�< jwj< 1
jf (w)jpdA � (w) = 0 :

Ainsi, pour " > 0, il existe 0 < � 0 < 1 tel que

Z

� 0< jwj< 1
jf r (w) � f (w)jpdA � (w) <

� "
2

� p

: (2.6)

La fonction f r � f étant continue sur le compactD(0; � 0), elle y est bornée. De plus, pour tout

w 2 D(0; � 0),

jf r (w) � f (w)j � 2 sup
z2 D (0;� 0 )

jf (z)j et f r (w) �! f (w) quand r �! 1� :

En utilisant de nouveau le théorème de la convergence dominée, on a :

lim
r ! 1�

Z

D (0;� 0 )
jf r (w) � f (w)jpdA � (w) = 0 :

Ainsi, il existe 0 < r 0 < 1 tel que pour tout r0 < r < 1

Z

D (0;� 0 )
jf r (w) � f (w)jpdA � (w) <

� "
2

� p

: (2.7)

Soit r0 < r < 1. De (2.6) et (2.7), on a

kf r � f kp; � �

 Z

0< jwj<� 0

jf r (w) � f (w)jpdA � (w)

! 1
p

+

 Z

� 0< jwj< 1
jf r (w) � f (w)jpdA � (w)

! 1
p

< ":

D'où kf r � f kp; � �! 0 quand r �! 1� .

(2) Soit f un élément deAp
� . Soit " > 0. Alors d'après (2.4) on peut trouverr 2]0; 1[ tel que

kf r � f kp; � <
"
2

: (2.8)

Commef r est holomorphe surD
�
0; 1

r

�
, alors on peut écrire :

f r (z) =
+ 1X

n=0

anzn où an =
f (n)

r (0)
n!

:
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2.1. Dé�nition et propriétés

Si on considèref Pngn la suite des sommes partielles de cette série alors, des inégalités de

Cauchy,(voir Corollaire 1.4.1) elle converge uniformément surD vers f r , puisque D est un

compact contenu dansD
�
0; 1

r

�
. Ainsi, il existe un rang à partir duquel on a :

sup
z2 D

jPn (z) � f r (z)j <
"
2

: (2.9)

Par conséquent, de (2.8) et (2.9), pourn assez grand, on a :

kPn � f kp; � � k Pn � f r kp; � + kf r � f kp; � <
"
2

+
"
2

= ";

puisque (2.8) entraîne que

� Z

D
jf r (z) � Pn (z)jpdA � (z)

� 1
p

� sup
z2 D

jPn (z) � f r (z)j <
"
2

:

�

Intéressons-nous à présent à la structure hilbertienne de l'espaceA2
� . On rappelle que le produit

scalaire deA2
� est dé�ni pour deux élémentsf et g de A2

� par :

hf; g i � =
Z

D
f (z)g(z)dA � (z):

Notons aussi queA2
� étant un sous-espace fermé de l'espace de HilbertL2(D; dA� ) qui est séparable.

Il suit donc que l'espaceA2
� est aussi séparable. En vertu de la Proposition 1.1.1, il en découle que

A2
� possède une base hilbertienne dénombrable. La Proposition ci-après nous en donne un exemple

pour cet espace.

Proposition 2.1.3. La famille f engn d'éléments deL2(D; dA � ), dé�nie pour z 2 D et un entier

naturel n par :

en (z) :=

vu
u
t �( n + 2 + � )

n!�(2 + � )
zn

est une base hilbertienne deA2
� .

Preuve : Chaqueen est un monôme holomorphe et donc la famillef engn est contenue dansA2
� .

Soient n et m deux entiers naturels. Le passage en coordonnées polaires entraîne :

hzn ; zm i � =
(� + 1)

�

� Z 2�

0
ei( n� m)� d�

� � Z 1

0
r n+ m+1 (1 � r 2)� dr

�

=

8
<

:
(� + 1) � (n + 1; � + 1) si n = m

0 si n 6= m

où la dernière égalité s'obtient en e�ectuant le changement de variables� = r 2. Mais,

(� + 1) � (n + 1; � + 1) =
n!�(2 + � )

�( n + 2 + � )
:

Ainsi, hen ; em i � = � n; m (où � n; m désigne le symbole de Kronecker den et m). Il en résulte que la
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2.2. Noyau de Bergman

famille f engn est un système orthonormé deA2
� . Si f est un élément deA2

� alors l'analyticité de f

entraîne que pourz 2 D on peut écrire :

f (z) =
+ 1X

n=0

anzn ou f (z) =
X

bnen (z) avec bn =

vu
u
t n!�(2 + � )

�( n + 2 + � )
an :

Il est important de signaler que la convergence de la série de fonctions ci-dessus est uniforme sur les

compacts deD. Si on considèref f ngn la suite des sommes partielles de cette série de fonctions alors,

la convergence uniforme sur les compacts deD entraîne que :

kf k2
2; � = lim

n! + 1

Z

D
jf n (z)j2dA � (z) = lim

n! + 1







nX

m=0

bmem







2

2; �

= lim
n! + 1

nX

m=0

jbm j2 =
+ 1X

n=0

n!�(2 + � )
�( n + 2 + � )

jan j2:

Ce qui prouve que la série numérique
+ 1X

n=0

n!�(2 + � )
�( n + 2 + � )

jan j2 est convergente. De plus, la quantité

kf n � f k2
2;� est le reste d'ordren de la série

+ 1X

n=0

n!�(2 + � )
�( n + 2 + � )

jan j2. D'où kf n � f k2
2;� �! 0 quand

n �! + 1 . Ce qui prouve la densité du sous-espace engendré par la famillef engn . On en déduit que

la famille f engn est une base hilbertienne deA2
� . �

Proposition 2.1.4. Pour tous 1 � p; q < + 1 tels queq < p on a : Ap
� � Aq

� ,

Preuve. Soit f un élément deAp
� . En remarquant que la mesure deD vaut A � (D) = 1 et

p
q

> 1,

par application de l'inégalité de Hölder on obtient :

Z

D
jf (z)jqdA � (z) =

Z

D
(jf (z)jp)

q
p dA � (z) �

� Z

D
jf (z)jpdA � (z)

� q=p

= kf kq
p; � :

Ce qui prouve quef appartient à Aq
� et on a mêmekf kq; � � k f kp; � .

�

2.2 Noyau de Bergman

Proposition 2.2.1. Soit z un élément �xé de D. Si on considère la forme linéaire� z qui à une

fonction f 2 A2
� associef (z), alors � z est continue surA2

� et il existe un uniquek�
z appartenant à

A2
� tel que f (z) = hf; k �

z i � pour tout f 2 A2
� .

Preuve. En considérant le compactK = f zg, par application du Lemme 2.1.1 il suit immédiatement

que j� z(f )j = jf (z)j � CK; � kf k2; � pour tout f appartenant àA2
� . Ce qui prouve la continuité de� z.

L'existence et l'unicité dek�
z découle du théorème de représentation de Riesz. �

Dé�nition 2.2.1. On appelle noyau de Bergman à poids dans le disque unité relativement à l'espace
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2.2. Noyau de Bergman

A2
� la fonction

K � : D � D �! C

(z; w) 7�! K � (z; w) = k�
z (w):

Cette fonction joue un rôle important dans la théorie des espaces de Bergman.

Remarque 2.2.1. Le noyau de BergmanK � reproduit tous les éléments deA2
� en ce sens que pour

tout f appartenant à A2
� on a :

f (z) =
Z

D
f (w)K � (z; w)dA � (w) pour tout z 2 D : (2.10)

Théorème 2.2.1. (Caractérisation du noyau de Bergman)

Le noyau de BergmanK � est la seule fonction dé�nie dansD � D telle que :

(1) Pour tout w 2 D, la fonction z 7�! K � (z; w) est une fonction deA2
� .

(2) Pour tous z; w 2 D, K � (z; w) = K � (w; z).

(3) K � reproduit tout élément deA2
� au sens (2.10).

Preuve. De ce qui précède,K � véri�e les propriétés (1) et (3). Soientz et w deux éléments deD.

Commek�
z est un élément deA2

� , alors en appliquant (2.10) on a

k�
z (w) =

Z

D
k�

z (v)K � (w; v)dA � (v)

=
Z

D
K � (z; v)k�

w(v)dA � (v)

=
Z

D
k�

w(v)K � (z; v)dA � (v)

= k�
w(z) :

Ce qui entraîne queK � (z; w) = K � (w; z) ce qui prouve que (2) est véri�é.

Considérons à présent' une autre fonction dé�nie surD � D véri�ant les propriétés (1), (2) et (3).

Soient z; w deux éléments deD. ' (�; w) étant un élément deA2
� et K � reproduisant les éléments de

A2
� , alors on obtient

' (z; w) =
Z

D
' (v; w)K � (z; v)dA � (v)

=
Z

D
k�

z (v)' (w; v)dA � (v)

= k�
z (w)

= K � (z; w)

où la deuxième égalité découle de la propriété (2) et la troisième vient du fait quek�
z est un élément

de A2
� et que ' reproduit les éléments deA2

� . On en déduit donc l'unicité deK � . �

Corollaire 2.2.1. Le noyau de BergmanK � (z; w) est holomorphe enz et antiholomorphe enw.
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2.2. Noyau de Bergman

Proposition 2.2.2. Si la famille f ' ng+ 1
n=0 est une base hilbertienne deA2

� , alors la série de fonctions

dé�nie pour z; w appartenant àD par
+ 1X

n=0

' n (z)' n (w) converge uniformément sur les compacts deD�

D et sa somme est indépendante de la base hilbertienne choisie. De plus, elle converge uniformément

sur les compacts deD � D vers le noyau de Bergman.

Preuve. Soit K un compact deC contenu dansD. Soient f un élément deA2
� et w appartenant à

D. D'après l'identité de Parseval-Bessel, on a :

f (w) =
+ 1X

n=0

hf; ' n i � ' n (w) ; (2.11)

kf k2
2; � =

+ 1X

n=0

jhf; ' n i � j2 : (2.12)

Ce qui montre que la connaissance d'un élémentf de A2
� est entièrement déterminé par la connais-

sance d'une suite complexef angn à carrés sommables (c'est-à-dire une suite telle que
+ 1X

n=0

jan j2 < + 1 ).

Par ailleurs  + 1X

n=0

j' n (w)j2
! 1=2

= sup

( �
�
�
X

an ' n (w)
�
�
� ;

+ 1X

n=0

jan j2 = 1

)

:

On aboutit donc aux relations :

sup

8
<

:

 + 1X

n=0

j' n (w)j2
! 1=2

; w 2 K

9
=

;
= sup

( �
�
�
X

an ' n (w)
�
�
� w 2 K;

+ 1X

n=0

jan j2 = 1

)

= sup
n
jf (w)j : w 2 K ; kf kA 2

�
= 1

o
� CK; �

où la deuxième égalité est une conséquence des relations (2.11) , (2.12) et la remarque ci-dessus.

Puis la dernière inégalité est une conséquence du Lemme 2.1.1. Il vient donc que siz et w sont deux

éléments quelconques deK , alors d'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

�
�
�
�
�

+ 1X

n=0

' n (z)' n (w)

�
�
�
�
�
�

 + 1X

n=0

j' n (w)j2
! 1=2  + 1X

n=0

j' n (w)j2
! 1=2

� C2
K; � :

Ceci prouve que la série
+ 1X

n=0

' n (z)' n (w) converge uniformément sur les compacts deD � D.

Considérons donc' la fonction qui à (z; w) 2 D � D associe' (z; w) =
+ 1X

n=0

' n (z)' n (w).

(1) Soit w 2 D. Chaque' n étant une fonction holomorphe, d'après le Théorème 1.4.2, la conver-

gence uniforme sur les compacts deD entraîne que' (�; w) est holomorphe surD.

Par ailleurs, en considérantK = f wg alors, de l'identité de Parsseval-Bessel et de la dernière

estimation ci-dessus on obtient :

k' (�; w)k2
2; � =

+ 1X

n=0

j' n (w)j2 < C 2
K; � < + 1 :

Ainsi, ' (�; w) est un élément deA2
� .
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2.2. Noyau de Bergman

(2) Pour z et w appartenant à D on a : ' (z; w) = ' (w; z).

(3) De plus, pour f appartenant à A2
� , d'après (2.11), on a pourz 2 D :

f (z) =
+ 1X

n=0

hf; ' n i � ' n (z) =

*

f;
+ 1X

n=0

' n (�)' n (z)

+

�

=
Z

D
f (w)

+ 1X

n=0

' n (z)' n (w)dA � (w) =
Z

D
f (w)' (z; w)dA � (w):

Où le passage de la première à la deuxième égalité se justi�e par un argument de convergence

uniforme sur les compacts deD de la série de fonctions
+ 1X

n=0

' n (�)' n (z). Ainsi, ' reproduit tous

les éléments deA2
� . En vertu du Théorème 2.2.1 on déduit queK � (z; w) = ' (z; w) et donc la

série
+ 1X

n=0

' n (z)' n (w) converge uniformément sur les compacts deD � D vers le noyau de Bergman.�

Corollaire 2.2.2. Le noyau de Bergman à poids dans le disque unité est dé�ni pourz; w 2 D par

K � (z; w) =
1

(1 � wz)2+ �
:

De plus,

kk�
wk2; � =

1

(1 � j wj2)
2+ �

2

:

Preuve. Considéronsf eng+ 1
n=0 la base hilbertienne dé�nie à la Proposition 2.1.2. En utilisant la

Proposition 2.2.2 et l'alinéa (6) de la Propriété 1.4.1 on a :

K � (z; w) =
+ 1X

n=0

�( n + 2 + � )
n!�(2 + � )

(wz)n =
1

(1 � wz)2+ �
:

Si w est un élément deD, de la formule de reproduction (2.10) on a :k�
w(w) = hk�

w ; k�
w i � . En d'autres

termes,

kk�
wk2

2; � =
1

(1 � j wj2)2+ �
:

D'où

kk�
wk2; � =

1

(1 � j wj2)
2+ �

2

:

�

Nous avons vu que la formule de reproduction du noyau de Bergman dans le disque unité était

e�ective pour les éléments deA2
� . Qu'en est-il de ceux deAp

� ? Tout d'abord, signalons que pourz

appartenant à D, l'application ' z interchangeant0 et z et qui à w 2 D associe

' z(w) =
z � w
1 � zw

est biholomorphe deD dans D ( on dit qu'une telle application est un automorphisme deD) et

véri�ent les propriétés ci-après :

Proposition 2.2.3. Soient z et w deux éléments deD. On a :
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2.2. Noyau de Bergman

(1) ' � 1
z (w) = ' z(w).

(2) Le jacobien réel de' z j' 0
z(w)j2 =

(1 � j zj2)2

j1 � zwj4
:

(3) 1 � j ' z(w)j2 =
(1 � j zj2)(1 � j wj2)

j1 � zwj2
:

Preuve. On a :

(1)

' z � ' z(w) =
z �

z � w
1 � zw

1 � z
z � w
1 � zw

=
z � wjzj2 � z + w
1 � zw � j zj2 + zw

= w:

(2)

' 0
z(w) =

� z � w
1 � zw

� 0

=
� (1 � zw) + z(z � w)

(1 � zw)2
=

� 1 + jzj2

(1 � zw)2
:

D'où

j' 0
z(w)j2 =

(1 � j zj2)2

j1 � zwj4
:

(3)

1 � j ' z(w)j2 = 1 �
jz � wj2

j1 � zwj2

=
(1 � zw)(1 � zw) � (z � w)(z � w)

j1 � zwj2

=
1 � j wj2 � j zj2 + jzj2jwj2

j1 � zwj2

=
(1 � j zj2)(1 � j wj2)

j1 � zwj2
:

�

Proposition 2.2.4. Le noyau de Bergman reproduit tous les éléments deA1
� au sens (2.10). C'est-

à-dire pour tout f 2 A1
� .

f (z) =
Z

D

f (w)
(1 � zw)2+ �

dA � (w) pour tout z 2 D :

De plus, sif 2 H (D), la convergence de l'intégrale du membre su�t pour avoir l'égalité.

Preuve. Pour f pris dansA1
� , de la formule de la moyenne planaire (2.3) sur le disqueD,

f (0) =
Z

D
f (w)dA � (w) : (2.13)

Soit z 2 D, en remplaçantf far f � ' z dans la relation (2.13), en e�ectuant un changement de variables
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2.3. Projecteur de Bergman dans le disque unité

et en appliquant respectivement les alinéas (1), (2) et (3) de la Proposition 2.2.3, on obtient :

f � ' z(0) =
Z

D
f (' z(w))dA � (w)

= ( � + 1)
Z

D
f (' z(w))(1 � j ' z � ' z(w)j2)� dA(w)

= ( � + 1)
Z

D
f (w)(1 � j ' z(w)j2)� j' 0

z(w)j2dA(w)

= ( � + 1)
Z

D
f (w)

 
(1 � j zj2)(1 � j wj2)

j1 � zwj2

! �  
(1 � j zj2)2

j1 � zwj4

!

dA(w):

D'où

f (z) = (1 � j zj2)2+ �
Z

D

f (w)
(1 � wz)2+ � (1 � zw)2+ �

dA � (w) : (2.14)

En remplaçant de nouveauf par l'application qui à w 2 D associe(1 � wz)2+ � f (w) dans (2.14), on

obtient alors la formule de reproduction :

f (z) =
Z

D

f (w)
(1 � zw)2+ �

dA � (w):

De plus, l'on constate que la convergence du membre de droite su�t pour qu'on ait l'égalité. �

Remarque 2.2.2. (1) Étant donné queAp
� � A1

� ,avecp � 1 alors l'on déduit que le noyau de

Bergman reproduit tout élément deAp
� au sens (2.10).

(2) Une autre preuve de la Proposition 2.2.4 s'obtient à travers le fait queA2
� est dense dansA1

�

(voir Proposition 2.1.2) comme conséquence de la densité deA2
� dansA1

� et du théorème de la

convergence dominée.

2.3 Projecteur de Bergman dans le disque unité

Dé�nition 2.3.1. Le projecteur de Bergman à poids dans le disque unité relatif à la mesuredA �

noté P� , est la projection orthogonale de l'espaceL2(D; dA � ) sur le sous-espace ferméA2
� .

Proposition 2.3.1. Le projecteur de BergmanP� est un opérateur intégral donc le noyau est le

noyau de Bergman. Plus précisément pourf 2 L2(D; dA � ) :

P� f (z) =
Z

D

f (w)
(1 � zw)2+ �

dA � (w) pour tout z 2 D : (2.15)

Preuve. Soientf un élément deL2(D; dA � ) et z appartenant àD. P� étant la projection orthogonale

de L2(D; dA � ) sur A2
� , alorsP� f appartient à A2

� et P� f � f est dans l'orthogonal deA2
� . La formule

de reproduction entraîne queP� f (z) = hP� f; k �
z i � .

k�
z et P� f � f étant orthogonaux, on a la relation hP� f; k �

z i � = hf; k �
z i � . Ainsi,

P� f (z) = hP� f; k �
z i � = hf; k �

z i � c'est-à-dire

P� f (z) =
Z

D

f (w)
(1 � zw)2+ �

dA � (w) :
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2.4. Classes (Bp;� ) (1 � p � + 1 ) de Békollé-Bonami et ses propriétés

�

On montre dans [14] que le projeceur de Bergman est de type(p; p) sur Lp(D; dA � ) pour

1 < p < + 1 . Dans le paragraphe qui suit présentons les fonctions localements intégrables et positives

! pour lesquelles le projecteur de Bergman est de type(p; p) sur Lp(D; ! dA � ) pour 1 < p < + 1 et

de type (1, 1) surL1(D; ! dA � ) il s'agit de la classe de Békollé-Bonami.

2.4 Classes (Bp;� ) (1 � p � +1 ) de Békollé-Bonami et ses

propriétés

Nous présentons dans cette partie la classe(Bp;� ) de Békollé-Bonami relative à l'espace de nature

homogène(D; d;dA � ) qui est dé�nie par analogie à celle(Ap;� ) de Muckenhoupt. Pour le faire, nous

introduisons la distanced dé�nie sur D � D de la manière suivante :d(0; 0) = 0, pour z; � 2 D n f 0g,

d(z; � ) = jjzj � j � jj + jei � � ei ' j et d(z;0) = d(0; z) = jzj + j1 � ei � j, où z = jzjei � et � = j� jei ' . Sauf

mention contraire, les boules considérées seront désormais relatives à cette distance.

2.4.1 Classe (Bp;� ) de Békollé-Bonami : Cas 1 � p < + 1

Tout d'abord, rappelons la dé�nition de la classe(Ap;� ) de Muckenhoupt relative à l'espace

homogène(D; d;dA � ).

Dé�nition 2.4.1. Soient1 � p < + 1 et ! un poids surD. On dit que ! (ou que la mesure! dA � )

appartient à la classe(Ap;� ) de Muckenhoupt lorsque :

Ap;� (! ) := sup
jB j !;�
jB j �

 
jB j ! 1� p0;�

jB j �

! p� 1

< + 1 si p 6= 1

le sup portant sur toutes les boules de(D; d;dA � ) ; ou

A1;� (! ) := sup
z2 D

! � 1(z)M � ! (z) < + 1 si p = 1:

Avec M � désignant la fonction maximale de Hardy-Littlewood (non centrée) qui à une fonction

mesurablef associeM � f (z) = sup
B

1B (z)
jB j �

Z

B
jf (� )jdA � (� ) ; z 2 D, le sup portant également sur

toutes les boules de(D; d;dA � ).

Lemme 2.4.1. Soient � 2 D et r > 0, si on muni C de la topologie usuelle, alors la bouleB(�; r )

touche la frontière deD (cercle unité) si et seulement sir � 1 � j � j.

Preuve. Soit z appartenant à l'adhérence deB(�; r ) dans C et qui est sur la frontière deD alors

jzj = 1 et d(�; z ) � r . Donc pour � 6= 0 ( � = j� jei � ), d(�; z ) = 1 � j � j + jei � � zj � r et pour � = 0 on

a d(0; z) = 1 + j1 � zj � r . Dans les deux cas1 � j � j � r .

Réciproquement, si on suppose que1 � j � j � r ; pour un entier naturel n tel que n >
r

1 � j � j
, on
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2.4. Classes (Bp;� ) (1 � p � + 1 ) de Békollé-Bonami et ses propriétés

posezn =
n � r

n
ei � avec � = j� jei� si � 6= 0 et zn =

n � r
n

si � = 0. Alors dans le cas� 6= 0 on a

d(�; z n ) = 1 � j � j �
r
n

� r �
r
n

< r (1� j � j � r ) et dans le cas� = 0, d(0; zn ) =
n � r

n
< 1 � r (1 � r ).

Dans tous les casd(�; z n ) < r c'est-à-direzn 2 B(�; r ). Par contre, si� 6= 0, alors jzn � ei � j =
r
n

�! 0

quand n �! + 1 . Donc ei � est limite dans C d'une suite de points deB(�; r ). Si � = 0 alors

jzn � 1j =
r
n

�! 0 quand n �! + 1 et donc 1 est aussi limite dansC d'une suite de points de

B(0; r ). Dans tous les cas, si1 � j � j � r alors la bouleB(�; r ) touche le bord deD. �

Nous désignons parB la collection de toutes les boules qui touchent le bord deD.

Dé�nition 2.4.2. Soient1 � p < + 1 et ! un poids surD. On dit que ! (ou que la mesure! dA � )

appartient à la classe(Bp;� ) de Békollé-Bonami lorsque :

Bp;� (! ) := sup
B 2 B

jB j !;�
jB j �

 
jB j ! 1� p0;�

jB j �

! p� 1

< + 1 si p 6= 1 ou

B1;� (! ) := sup
z2 D

! � 1(z)m� ! (z) < + 1 si p = 1

avecm� qui désigne la fonction maximale (non centrée) dé�nie pour une fonctionf intégrable par

m� f (z) = sup
B 2 B

1B (z)
jB j �

Z
jf (� )jdA � (� ) ; z 2 D:

Remarque 2.4.1.

(1) Il découle des dé�nitions 2.4.1 et 2.4.2 que la classe(Bp;� ) est plus grande que la classe(Ap;� )

(1 � p < + 1 ). De plus, Bp;� (! ) � Ap;� (! ) si ! 2 (Ap;� ).

(2) Les conditions d'appartenance à la classe(Ap;� ) de Muckenhoupt di�èrent de celles de la classe

(Bp;� ) de Békollé-Bonami par les conditions à la frontière deD.

Proposition 2.4.1. Soient1 < p < + 1 et ! un poids surD. Alors, ! appartient à la classe(Bp;� )

si et seulement s'il existe une constanteC positive telle que pour toute fonctionf positive localement

intégrable et pour tout B 2 B , on a :

 
1

jB j �

Z

B
f (z)dA � (z)

! p

�
C

jB j !;�

Z

B
f p(z)! (z)dA � (z):

Preuve. Soient B 2 B et p0 le conjugué dep. Si ! 2 (Bp;� ) alors, en utilisant l'inégalité de Hölder

on a
 

1
jB j �

Z

B
f (z)dA � (z)

! p

=

 
1

jB j �

Z

B
f (z)! 1=p(z)! � 1=p(z)dA � (z)

! p

�

 
1

jB j �

Z

B
! � p0=p(z)dA � (z)

! p=p0  
1

jB j �

Z

B
f p(z)! (z)dA � (z)

!

En observant que� p0=p= 1 � p et p=p0 = p � 1 il suit que :

 
1

jB j �

Z

B
f (z)dA � (z)

! p

�
jB j !;�
jB j �

 
jB j ! 1� p0;�

jB j �

! p� 1  
1

jB j !;�

Z

B
f p(z)! (z)dA � (z)

!

: (2.16)
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2.4. Classes (Bp;� ) (1 � p � + 1 ) de Békollé-Bonami et ses propriétés

Par conséquent on obtient :

 
1

jB j �

Z

B
f (z)dA � (z)

! p

�
Bp;� (! )
jB j !;�

Z

B
f p(z)! (z)dA � (z): (2.17)

Prendre C = Bp;� (! ).

Réciproquement, supposons qu'il existe une constanteC > 0 telle que pour toute fonction f

localement intégrable et positive et toute bouleB 2 B l'inégalité (2.16) est véri�ée. En particulier

pour n 2 N, si on considèref n =
�

! +
1
2n

� 1� p0

, on a f p
n =

�
! + 1

2n

� � p0

et

 
1

jB j �

Z

B
f ndA �

! p

�
C

jB j !;�

Z

B
f p

n ! dA � �
C

jB j !;�

Z

B

�

! +
1
2n

� � p0

! dA � :

Alors en remarquant quef n =
�

! +
1
2n

� 1� p0

� !
�

! +
1
2n

� � p0

, cela entraîne

jB j !;�
jB jp�

 Z

B

�

! +
1
2n

� � p0

! dA �

! p� 1

� C:

En faisant tendre n vers + 1 et en utilisant le théorème de Beppo-Levi pour la suite croissante de

fonctions mesurables positivesgn =
�

! +
1
2n

� � p0

on déduit que

jB j !;�
jB j �

 
jB j ! 1� p0;�

jB j �

! p� 1

� C

B étant arbitraire, il en résulte que! appartient à la classe(Bp;� ). �

Propriété 2.4.1. Soit 1 < p < + 1 .

(1) Pour tout ! appartenant à la classe(Bp;� ), Bp;� (! ) � 1.

(2) ! 2 (Bp;� ) si et seulement si! 1� p0
2 (Bp0;� ). De plus, [Bp;� (! )]p0� 1 = Bp0;� (! 1� p0

).

(3) Pour tous p1 et p2 tels que 1 < p 1 < p 2 < + 1 , Bp2 ;� (! ) � Bp1 ;� (! ) c'est-à-dire (Bp1 ;� ) est

contenue dans(Bp2 ;� ).

(4) La classe(B1;� ) est contenue dans la classe(Bp;� ) et on a Bp;� (! ) � [B1;� (! )]p.

(5) On suppose que1 � p < + 1 et que ! 2 (Bp;� ) et que B 2 B alors il existe une constante

� > 0 indépendante de! telle que

j2B j !;� � Bp;� (! )� pjB j !;� : (2.18)

L'inégalité (2.18) reste valable pour toute boule lorsque! 2 (Ap;� ).

Preuve. (1) Soit B 2 B . Compte tenu du fait que p
p0 = p� 1 et p0

p = p0� 1, alors de l'inégalité de
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2.4. Classes (Bp;� ) (1 � p � + 1 ) de Békollé-Bonami et ses propriétés

Hölder on a

1 =

 
1

jB j �

Z
! 1=p(z)! � 1=p(z)dA � (z)

! p

�

 
1

jB j �

Z

B
! (z)dA � (z)

!  
1

jB j �

Z

B
! � p0=p(z)dA � (z)

! p=p0

=
jB j !;�
jB j �

 
jB j ! 1� p0;�

jB j �

! p� 1

� Bp;� (! ):

(2) Soit ! 2 (Bp;� ), on pose� = ! 1� p0
. Comme

p
p0

= p� 1 ;
p0

p
= p0� 1 et (p0� 1)(p � 1) = 1 alors

on obtient

[Bp;� (! )]p0� 1 = sup
B 2 B

0

@

 
jB j !;�
jB j �

! 1
p� 1 jB j ! 1� p0;�

jB j �

1

A = sup
B 2 B

jB j �;�
jB j �

 
jB j � 1� p ;�

jB j �

! p0� 1

= Bp0;� (! 1� p0
):

(3) Posonsqj =
p0

j

pj
= 1

pj � 1 = p0
j � 1, j = 1; 2. Commep1 < p 2 alors on aq1 > q2

�
q1
q2

> 1
�
. Soient

! 2 (Bp1 ;� ) et B 2 B l'inégalité de Hölder entraîne que :

Z

B
1 � ! � q2 (z)dA � (z) �

� Z

B
! � q1 (z)dA � (z)

� q2=q1

jB j
1� q2

q1
� ;

d'où  
1

jB j �

Z

B
! � q2 (z)dA � (z)

! 1
q2

�

 
1

jB j �

Z

B
! � q1 (z)dA � (z)

! 1
q1

:

C'est-à-dire que

0

@
jB j

! 1� p0
2 ;�

jB j �

1

A

p2 � 1

�

0

@
jB j

! 1� p0
1 ;�

jB j �

1

A

p1 � 1

�
jB j �

jB j !;�
Bp1 ;� (! )

ou encore
jB j !;�
jB j �

0

@
jB j

! 1� p0
2 ;�

jB j �

1

A

p2 � 1

� Bp1 ;� (! ):

Il s'ensuit que Bp2 ;� (! ) � Bp1 ;� (! ) et donc ! 2 (Bp2 ;� ).

(4) Soient B 2 B et ! 2 (B1;� ) alors l'appartenance à la classe(B1;� ) entraîne que quel que soit

z 2 D : ! 1� p0
(z)

 
jB j !;�
jB j �

! p0

1B (z) � [B1;� (! )]p0
! (z)1B (z). Par intégration sur les deux membres

de cette inégalité on a
jB j ! 1� p0;�

jB j �

 
jB j !;�
jB j �

! p0� 1

� [B1;� (! )]p0
:

Puis en observant quep = p0(p � 1) et (p � 1)(p0 � 1) = 1 on obtient �nalement

jB j !;�
jB j �

 
jB j ! 1� p0;�

jB j �

! p� 1

� [B1;� (! )]p :

D'où Bp;� (! ) � [B1;� (! )]p. Ce qui prouve que(B1;� ) � (Bp;� ) et B1;� (! ) � 1 puisque
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2.4. Classes (Bp;� ) (1 � p � + 1 ) de Békollé-Bonami et ses propriétés

Bp;� (! ) � 1.

(5) En appliquant l'inégalité (2.17) où l'on remplaceB par 2B et f par 1B avecB 2 B on obtient

 
jB j �
j2B j �

! p

� Bp;� (! )

 
jB j !;�
j2B j !;�

!

:

Comme la mesuredA � est doublante, il existe � > 0 tel que j2B j � � � jB j � . Ainsi on a

j2B j !;� � Bp;� (! )� pjB j !;� .

On suppose maintenant quep = 1, B 2 B alors la condition d'appartenance à la classe(B1;� )

entraîne que quelque soitz 2 D, 12B (z)
j2B j !;�
j2B j �

� ! (z)B1;� (! ) et intégrant cette inégalité sur

B on aboutit à
j2B j !;�
jB j !;�

�
j2B j �
jB j �

B1;� (! ) � �B 1;� (! ). On a donc aussij2B j !;� � �B 1;� (! )jB j !;� .

Si ! 2 (Ap;� ) on procède de la même façon, sachant que l'inégalité (2.17) est vraie pour des

boules quelconques. �

2.4.2 Classe (B1 ;� ) de Békollé-Bonami

Nous avons observé que les classes(Bp;� ) (1 � p < + 1 ) étaient croissantes par rapport àp.

Nous allons dé�nir la classe limite qui contient toutes les autres classes. Elle se dé�nit également par

analogie à la classe(A1 ;� ) de Muckenhoupt.

Dé�nition 2.4.3. On dit qu'un poids ! (ou que la mesure! dA � ) appartient à la classe(B1 ;� ) si

pour tout � tel que0 < � < 1, il existe � véri�ant 0 < � < 1 et telle que pour toute bouleB touchant

le bord deD et tout sous-ensemble mesurableE de B,

jE j � � � jB j � ) j E j !;� � � jB j !;� :

(Dans le cas de la classe(A1 ;� ) les boules considérées sont quelconques).

Proposition 2.4.2. La classe(Bp;� ) (1 � p < + 1 ) est contenue dans la classe(B1 ;� ).

Preuve. Comme la classe(B1;� ) est contenu dans la classe(B1;� ), on peut supposer quep 6= 1. Soit

! appartenant à la classe(Bp;� ) (1 < p < + 1 ). Soient B 2 B et E un sous-ensemble mesurable de

B tels quejE j � � � jB j � (0 < � < 1). En prenant f = 1E , alors compte tenu de (2.17) on a

� p �

 
jE j �
jB j �

! p

� Bp;� (! )
jE j !;�
jB j !;�

:

Ou encorejE j !;� � � jB j !;� avec� =
� p

Bp;� (! )
< 1 car Bp;� (! ) � 1. �

Nous terminons ce chapitre en indiquant que des informations supplémentaires relatives à la

théorie des espaces de Bergman dans le disque unité sont mentionnées dans [14]. Dans le prochain

chapitre nous étudierons la continuité du projecteur de Bergman sur les espacesLp à poids .
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? ? Chapitre Trois ? ?

Continuité du projecteur de Bergman sur

les espaces Lp à poids du disque unité

Les notations du chapitre 2 sont conservées. Notre but ici est d'étendre la continuité du projecteur

de BergmanP� sur les espacesLp(D; d� � ) dans le cas d'une mesure� � absolument continue par

rapport à la mesure radialedA � . Plus précisement, compte tenu du théorème de décomposition de

Radon-Nikodym, nous caractérisons les classes des fonctions! positives et localement intégrables

sur D pour lesquelles :

(1) P� envoie continûmentLp(D; ! dA � ) dans lui même (1 < p < + 1 ) ;

(2) P� est faiblement continu surL1(D; ! dA � ).

Il s'agit ici de prouver les résultats dus à David Békollé et Aline Bonami [4]. Ils démontrent

qu'une condition nécessaire et su�sante pour que la propriété (1) (respectivement (2)) soit satisfaite

est que! appartienne à la classe(Bp;� ) (respectivement(B1;� )) de Békollé-Bonami. Il est bien connu

d'après les résultats de la théorie des intégrales singulières que les fonctions de la classe(Ap;� ) de

Muckenhoupt satisfont à ces propriétés. Cependant, pour prouver ces résultats, on procède à peu

près comme l'ont fait Coifman et Fe�erman dans le cas de la transformée de Hilbert dans [9]. Sauf

que pour les conditions su�santes on régularise les poids de Békollé-Bonami de façon à retrouver les

poids de Muckenhoupt, ce qui permet de conclure comme Coifman et Fe�erman.

3.1 Le projecteur de Bergman est une intégrale singulière

Notre objectif dans cette section est de prouver que le projecteur de Bergman est de type faible

(1,1) sur L1(D; dA � ). Nous rappelons que la distanced dé�nie sur D � D de la manière suivante :

d(0; 0) = 0, pour z; � 2 D n f 0g,

d(z; � ) = jjzj � j � jj + jei � � ei ' j et d(z;0) = d(0; z) = jzj + j1 � ei � j, où z = jzjei � et � = j� jei ' .

Cette distance possède les propriétés ci-après :

Propriété 3.1.1. Pour tous z; � 2 D on a :

(1)

j1 � z� j �
1
3

d(z; � ) (3.1)
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(2)

jz � � j � d(z; � ) (3.2)

(3)

j1 � z� j � 1 � j � j2 + d(z; � ) (3.3)

Preuve. Les casz = 0 ou � = 0 étant immédiats, on suppose doncz; � 2 D n f 0g, z = jzjei � et

� = j� jei ' .

(1) j1 � ei( � � ' ) j � j 1 � z� j + jz� � ei( � � ' ) j = j1 � z� j + 1 � j z� j � 2j1 � z� j

Mais, on a j1 � z� j2 � jj zj � j � jj 2 = (1 � j zj2)(1 � j � j2) + 2 jzjj � j(1 � cos(� � ' )) � 0. Soit

jjzj � j � jj �
�
�
�1 � z�

�
�
�. Ainsi d(z; � ) = jjzj � j � jj + j1 � ei( � � ' ) j � 3j1 � z� j.

(2) jz � � j �
�
�
� jzjei � � j � jei �

�
�
� +

�
�
� j� jei � � j � jei '

�
�
� � jj zj � j � jj +

�
�
�ei � � ei '

�
�
� = d(z; � ).

(3) j1 � z� j � j 1 � j � j2j + j� � � z� j = 1 � j � j2 + jz � � jj � j � 1 � j � j2 + d(z; � ): D'après (3.2). �

Lemme 3.1.1. Soient � 2 D et 0 < R < 4.

Si on suppose queB(�; R ) = f z 2 D : d(z; � ) < R g est la boule de centre� et de rayon R alors

A � (B (�; R )) ' R2 f max(R; 1 � j � j)g� .

Preuve. Cf [4] �

Remarque 3.1.1. Le triplet (D; d;dA � ) est un espace homogène (voir Dé�nition 1.5.1). En ef-

fet, pour � 2 D et R > 0, d'après le Lemme 3.1.1 il existe deux composantes positives� 1 et

� 2 indépendantes de� et R telles que� 1R2 f max(R; 1 � j � j)g� � A � (B (�; R )) et A � (B (�; 2R)) �

4� 2R2 f max(2R; 1 � j � j)g� . On distingue trois cas :

1er cas 1 � j � j � R < 2R, on a : A � (B (�; 2R)) � 22+ � � 2R2+ � �
22+ � � 2

� 1
A � (B (�; R )).

2ème cas R < 2R � 1 � j � j, on a A � (B (�; 2R)) � 4� 2R2(1 � j � j)� �
4� 2

� 1
A � (B (�; R )).

3ème cas R < 1 � j � j < 2R,

� Si 0 � � < + 1 alorsR� � (1�j � j)� � 2� R� et on a queA � (B (�; 2R)) � 22+ � � 2
� 1

A � (B (�; R )):

� Si � 1 < � < 0 alors 2� R� < (1 � j � j)� < R � et on a A � (B (�; 2R)) � 4� 2
� 1

A � (B (�; R )):

En prenant � =
4� 2

� 1
max(1; 2� ) on aA � (B (�; 2R)) � �A � (B (�; R )). Ce qui prouve que(D; d;dA � )

est un espace homogène.

On rappelle que le noyau de Bergman est dé�ni pourz; w 2 D par K � (z; � ) =
1

(1 � z� )2+ �
.

Conformément à la Dé�nition 1.5.3, la proposition suivante montre que le noyau de Bergman est un

(2 + � )-noyau de Calderòn-Zygmund.

Proposition 3.1.1. (1) Il existe une constanteC1 > 0 telle que pour tousz; � 2 D

jK � (z; � )j �
C1

d(z; � )2+ �
.

(2) Il existe deux constantes positivesC2 et C3 telles que pour tousz; �; � 0 2 D, si

d(z; � 0) � C2d(�; � 0) on a :

jK � (z; � ) � K � (z; � 0)j � C3
d(�; � 0)1=2

j1 � z� 0j2+ � +1 =2
; (3.4)
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3.1. Le projecteur de Bergman est une intégrale singulière

jK � (z; � ) � K � (z; � 0)j � C3
d(�; � 0)1=2

d(z; � 0)2+ � +1 =2
; (3.5)

jK � (z; � ) � K � (z; � 0)j �
1
2

jK � (z; � 0)j : (3.6)

Preuve. (1) Il découle de l'inégalité (3.1) qu'on peut prendreC1 = 32+ � .

(2) Choisissons d'abordC2 � 1 et prenonsz; � et � 0 dans D tels que d(z; � 0) � C2d(�; � 0). Par

intégration sur le segment[�; � 0] on a

K � (z; � ) � K � (z; � 0) = (2 + � )
Z 1

0

z(� � � 0)
�
1 � z

�
� 0 + t(� � � 0)

�� 3+ � dt:

En posant � (t) = � 0 + t(� � � 0) on obtient

jK � (z; � ) � K � (z; � 0)j � (2 + � )
Z 1

0

j� � � 0j

j1 � z� (t)j3+ �
dt: (3.7)

En appliquant successivement les inégalités (3.2),d(z; � 0) � C2d(�; � 0) et (3.1) on obtient

j� � � 0j �
3

C2
j1 � z� 0j. De plus si on impose queC2 � 6 alors on déduit que :

j1 � z� 0j � j 1 � z� (t)j � j (1 � z� 0) � (1 � z� (t) = tjz(� � � 0)j

�
3

C2
j1 � z� 0j �

1
2

j1 � z� 0j:

Ce qui entraîne que siC2 � 6, alors

j1 � z� (t)j �
1
2

j1 � z� 0j: (3.8)

D'autre part, des inégalités (3.2),d(z; � 0) � C2d(�; � 0) et (3.1) on a aussi

j� � � 0j � d(�; � 0) �
1

p
C2

d(�; � 0)1=2d(z; � 0)1=2 �
p

3d(�; � 0)1=2j1 � z� 0j1=2:

C'est-à-dire que,

j� � � 0j �
p

3d(�; � 0)1=2j1 � z� 0j1=2 (3.9)

Ainsi en appliquant successivement les inégalités (3.8) et (3.9) dans la relation (3.7) il en résulte

que

jK � (z; � ) � K � (z; � 0)j �
p

3(2 + � )23+ � d(�; � 0)1=2

j1 � z� 0j2+ � +1 =2

� 3(2 + � )62+ � d(�; � 0)1=2

d(z; � 0)2+ � +1 =2
d'après (3.1).

On peut donc prendreC3 � 3(2 + � )63+ � pour avoir (3.4) et (3.5). Pour l'estimation (3.6), en

remarquant comme précédemment que
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j� � � 0j �
3

C2
j1 � z� 0j, alors les inégalités (3.7) et (3.8) entraînent que

jK � (z; � ) � K � (z; � 0)j � (2 + � )23+ � j� � � 0j
j1 � z� 0j3+ �

�
3(2 + � )23+ �

C2j1 � z� 0j2+ �
:

Il su�t donc de prendre C2 � 6(2 + � )23+ � > 6 pour avoir (3.6).

�

Théorème 3.1.1. Pour � 1 < � < + 1 , le projecteur de Bergman s'étend en un opérateur faible-

ment continu sur L1(D; dA � ).

Preuve. Selon la théorie des intégrales singulières sur les espaces homogènes développée par Coifman

et Weiss, il su�t de réunir les hypothèses du Théorème 1.5.2 où l'espace homogène considéré ici est

le triplet (D; d;dA � ). Pour ce faire considéronsC2 et C3 les constantes de la Proposition 3.1.1. Pour

�; � 0 2 D, posons" = C2d(�; � 0) on a les estimations ci-après :

(1) En remarquant quej1 � z� 0j � 1 � j � 0j pour tout z 2 D, compte tenu du Lemme 3.1.1 on a

Z

" � d(z;� 0 )< 1�j � 0 j

d(�; � 0)1=2

j1 � z� 0j2+ � +1 =2
dA � (z) �

"1=2A � (B (� 0; 1 � j � 0j))
p

C2(1 � j � 0j)2+ � +1 =2

.

 
d(�; � 0)
1 � j � 0j

! 1=2

.
1

p
C2

:

Puisque1 � j � 0j > C 2 d(�; � 0).

(2) Si on poser = max("; 1 � j � 0j) alors, 1 � j � 0j � " et pour tout entier naturel n, on a :

A � (B (� 0; 2n+1 r )) ' (2n+1 r )2+ � ( voir Lemme 3.1.1).

Par suite, commeD n B(� 0; r ) =
[

n2 N

En avecEn = B(� 0; 2n+1 r ) n B(� 0; 2n r ), en appliquant le

théorème de Beppo-Levi à la suite de fonctions dé�nie par

f n (z) =
nX

j =0

d(�; � 0)1=2

d(z; � 0)2+ � +1 =2
1E j (z) on a :

Z

r<d (z;� 0 )

d(�; � 0)1=2

d(z; � 0)2+ � +1 =2
dA � (z) =

+ 1X

n=0

"1=2

p
C2

Z

2n r � d(z;� 0 )< 2n +1 r

dA � (z)
d(z; � 0)2+ � +1 =2

�
+ 1X

n=0

r 1=2A � (B (� 0; 2n+1 r ))
p

C2(2n r )2+ � +1 =2

.
+ 1X

n=0

22+ �

p
C22n=2

=
22+ � (2 +

p
2)

p
C2

:
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3.2. Conditions nécessaires

D'autre part, compte tenu des égalités (3.5) et (3.6) on a :

Z

d(z;� 0 )>"
jK � (z; � ) � K � (z; � 0)jdA � (z) �

Z

"<d (z;� 0 )< 1�j � 0 j

jK � (z; � ) � K � (z; � 0)jdA � (z)

+
Z

r = max ("; 1�j � 0 j)<d (z;� 0 )

jK � (z; � ) � K � (z; � 0)jdA � (z)

� C3

Z

"<d (z;� 0 )< 1�j � 0 j

d(�; � 0)1=2

j1 � z� 0j2+ � +1 =2
dA � (z) +

C3

Z

r<d (z;� 0 )

d(�; � 0)1=2

d(z; � 0)2+ � +1 =2
dA � (z):

Il en résulte donc des estimations (1) et (2) ci-dessus qu'il existe une constanteC0
3 positive convena-

blement choisie et indépendante de� et � 0 telle que

Z

d(z;� 0 )>C 2d(�;� 0 )
jK � (z; � ) � K � (z; � 0)jdA � (z) � C0

3:

De plus, le projecteur de BergmanP� est de type(2; 2) sur L2(D; dA � ). Ce qui achève la preuve.�

Remarque 3.1.2. Par le théorème d'interpolation de Marcinkiewicz(Théorème 1.2.1),P� est de

type (p; p) sur Lp(D; dA � ) lorsque1 < p � 2. CommeP� est auto-adjoint, pour 2 � p < + 1 on a

1 < p 0 � 2 où p0 est l'exposant conjugué dep; on déduit queP� est de type(p; p) sur Lp(D; dA � ).

Dans toute la suite, pour un sous-ensemble mesurableE de D et ! un poids surD (une fonction

positive et localement intégrable) nous adoptons les notations ci-après :

� 1E désigne la fonction indicatrice surE.

� j E j � =
Z

E
dA � (z).

� j E j !;� =
Z

E
! (z)dA � (z).

� pour 1 < p < + 1 , on noterap0 l'exposant conjugué dep c'est-à-dire qu'on a1
p + 1

p0 = 1

� Lp(D; ! dA � ) sera noté simplementLp(! dA � ) (1 � p < + 1 ).

Dans ce qui suit, nous donnons une condition nécessaire et su�sante sur un poids! pour laquelle

le projecteur de Bergman est de type(p; p) sur Lp(D; ! dA � ) (1 < p < + 1 ) d'une part ou de type

faible (1; 1) sur L1(D; ! dA � ) d'autre part.

3.2 Conditions nécessaires

Lemme 3.2.1. Soit B = B(� 0; R) une boule touchant le bord deD avecR < 1
2C2

où (C2 > 6) est

la constante issue de la Proposition 3.1.1. Il existe une bouleB 0 = B(� 0
0; R) de même rayon touchant

le bord deD telle qued(B; B 0) ' R pour laquelle quelque soit la fonction positivef à support dans

B (resp dansB 0) on a :

jP� f (z)j �
C� 1B 0(z)

jB j �

Z

B
f (� )dA � (� )

 

resp jP� f (z)j �
C� 1B (z)

jB 0j �

Z

B 0
f (� )dA � (� )

!
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3.2. Conditions nécessaires

où C� est une constante positive indépendante deB; B 0 et f .

Preuve. CommeB 2 B alors par hypothèse on a1 � j � 0j � R <
1

2C2
. Nous cherchons� 0

0 2 D de

telle sorte qued(� 0; � 0
0) = 2 C2R et j� 0j = j� 0

0j ; ce qui est équivalent àjei � � ei ' j2 = (2 C2R)2 où on a

posé� 0 = j� 0jei � et � 0
0 = j� 0

0jei ' . On doit avoir 1� cos(� � ' ) = 2 C2
2R2, soit ' = � � Arccos(1� 2C2R2)

qui existe car le choix deR entraîne que
1
2

< 1 � 2C2
2R2 < 1.

L'existence de� 0
0 étant prouvée, alors en vertu du Lemme 3.2.1 les boulesB et B 0 touchent le bord

de D. Par ailleurs, on ad(B; B 0) ' R. En e�et, si z 2 B et z0 2 B 0 alors

d(B; B 0) � d(z; z0) � d(z; � 0) + d(� 0; � 0
0) + d(� 0

0; z0) = 2( C2 + 1) R:

Inversement,2C2R = d(� 0; � 0
0) � d(� 0; z) + d(z; z0) + d(z0; � 0

0) � 2R + d(z; z0). D'où

2(C2 � 1)R � d(z; z0). Il en résulte que2(C2 � 1)R � d(B; B 0) � 2(C2 + 1) R.

En vue de montrer la dernière assertion du Lemme, �xons d'abordz 2 B 0 et � 2 B . Alors on a :

2C2R = d(� 0:� 0
0) � d(z; � 0) + d(z; � 0

0) � d(z; � 0) + R. D'où d(z; � 0) � C2R + ( C2 � 1)R > C 2 d(�; � 0).

C'est-à-dire d(z; � 0) � C2 d(�; � 0). La Proposition 3.1.1 entraîne que

jK � (z; � ) � K � (z; � 0)j �
1
2

jK � (z; � 0)j:

On déduit de cette inégalité que sif est à support dansB et z 2 B 0 alors on a

jP� f (z)j =
�
�
�
�K � (z; � 0)

Z

B
f (� )dA � (� ) +

Z

B
(K � (z; � ) � K � (z; � 0)) f (� )dA � (� )

�
�
�
�

� j K � (z; � 0)j
Z

B
f (� )dA � (� ) �

Z

B
jK � (z; � ) � K � (z; � 0)jf (� )dA �

�
1
2

jK � (z; � 0)j
Z

B
f (� )dA � :

C'est-à-dire que

jP� f (z)j �
1B 0(z)

2j1 � z� 0j2+ �

Z

B
f (� )dA � (� ): (3.10)

Commed(� 0
0; � 0) = 2 C2R d(z; � 0

0) � R, des inégalités (3.3),1 � j � 0j � R et 1 � j � 0j2 � 2(1 � j � 0j), on

déduit que

j1 � z� j � 1 � j � 0j2 + d(z; � 0) � 2(1 � j � 0j + d(z; � 0
0) + d(� 0

0; � 0)) � 4(C2 + 1) R:

Et en vertu du Lemme 3.1.1jB j � ' R2+ � . Donc, il existe une constanteC� positive indépendante

de B, B 0 et f telle que j1 � z� 0j2+ � � (4(C2 + 1) R)2+ � �
C � 1

�

2
jB j � ; ce qui entraîne que dans (3.10)

on obtient jP� f (z)j �
C� 1B 0(z)

jB j �

Z

B
f (� )dA � (� ).

En permutant les rôles de� 0 et � 0
0, on a aussijP� f (z)j �

C� 1B (z)
jB 0j �

Z

B 0
f (� )dA � (� ), lorsquef est à

support dansB 0. Ce qui achève la preuve du lemme. �
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3.2. Conditions nécessaires

3.2.1 Condition nécessaire : cas 1 < p < + 1

Il est important de savoir la condition que véri�e un poids! lorsque le projecteur de Bergman

est bien dé�ni sur Lp(! dA � ) avec1 < p < + 1 . On a :

Proposition 3.2.1. Soit ! un poids surD. Si le projecteur de BergmanP� f est bien dé�ni pour

tout f appartenant à Lp(! dA � ) c'est-à-dire que pour toutz 2 D on a :

P+
� f (z) =

Z

D

f (� )
j1 � z� j2+ �

dA � (z) < + 1

alors ! 1� p0
est intégrable.

Preuve. Si onconsidère le crochet de dualitéh�; �i !;� dé�ni par

hf; g i !;� =
Z

D
f g! dA � ; f 2 Lp(! dA � ) et g 2 Lp0

(! dA � ):

Conformément au théorème de représentation de Riesz (Théorème 1.1.8) une fonctiong 2 Lp0
(! dA � )

si et seulement si pour toutf 2 Lp(! dA � ), jhf; g i !;� j < + 1 . Donc sig =2 Lp0
(! dA � ) (g � 0) alors il

existe une fonctionf � 0, f 2 Lp(! dA � ) telle quehf; g i !;� = + 1 .

On veut montrer que ! 1� p0
2 L1(! dA � ), ce qui est équivalent à montrer que! � 1 2 Lp0

(! dA � ).

Si on suppose que! � 1 =2 Lp0
(! dA � ) alors de ce qui précède il existe une fonctionf � 0 telle

que f 2 Lp(! dA � ) et hf; ! � 1i !;� = + 1 , soit
Z

D
f dA � = + 1 . D'où P+

� f (0) =
Z

D
f dA � = + 1 .

Mieux, P+
� f (z) =

Z

D

f (� )
j1 � z� j2+ �

dA � (z) �
1

22+ �

Z
f (� )dA � = + 1 . Ce qui contredit le fait que

f 2 Lp(! dA � ).

Donc si P� f est bien dé�ni pour tout f 2 Lp(! dA � ) alors, ! 1� p0
2 L1(dA � ). �

Théorème 3.2.1. Soit ! un poids surD. Si le projecteur de Bergman est bien dé�ni et continu

sur Lp(! dA � ) alors ! est dans la classe(Bp; � ).

Preuve. On suppose qu'il existe une constanteCp; � > 0 telle que pour toute fonctionf 2 Lp(! dA � ),

kP� f kL p (! dA � ) � Cp;� kf kL p (! dA � ) (3.11)

CommeP� est bien dé�ni, alors en vertu de la Proposition 3.2.1 ,! 1� p0
est intégrable. Montrons que!

est aussi intégrable. Si on posef (z) = (1 � j zj2)� � 1D (0;r )(z) (0 < r < 1) et M r = sup
z2 D (0;r )

(1 � j zj2)� �

alors kf kp
L p (! dA � ) � M p

r jD(0; r )j !;� < + 1 puisque ! est localement intégrable surD. En plus,

l'application z 7�! K � (z; � ) étant holomorphe surD, alors de la formule de la moyenne planaire sur

le disqueD(0; r ) on obtient

P� f (z) =
Z

D (0;r )
K � (z; � )(1 � j � j2)� � dA � (� ) = ( � + 1) r 2K � (z;0) = ( � + 1) r 2:

On en déduit donc de l'hypothèse (3.11) l'intégrabilité de! comme suit :

kP� f kp
L p (! dA � ) =

�
(� + 1) r 2

� p
Z

D
! dA � � Cp

p; � kf kp
L p (! dA � ) < + 1 :
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3.2. Conditions nécessaires

En vue de montrer que! 2 (Bp;� ), considérons d'abord une bouleB 2 B de rayon inférieur à 1
2C2

.

Du Lemme 3.2.1 il existe une autre bouleB 0 de même rayon et une constanteC� > 0 indépendante

de B et B 0 telles que pour toute fonctionf localement intégrable et positive on a :

jP� f (z)j � C�
1B 0(z)
jB j �

Z

B
f (� )dA � (� ) et jP� f (z)j � C�

1B (z)
jB 0j �

Z

B 0
f (� )dA � (� ):

Ces inégalités entraînent respectivementjP� 1B (z)jp � Cp
� 1B 0(z) et jP� 1B 0(z)jp � Cp

� 1B (z).

En intégrant sur D par rapport à la mesure! dA � , alors compte tenu de l'hypothèse (3.11), on obtient

jB 0j !;� � C � p
� Cp

p;� jB j !;� et jB j !;� � C � p
� Cp

p;� jB 0j !;� :

En posant C = C � p
� Cp

p;� ,on obtient :

C � 1jB j !;� � j B 0j !;� � CjB j !;� : (3.12)

D'autre part, f = ! 1� p0
1B 2 Lp(! dA � ) et kf kp

L p (! dA � ) = jB j ! 1� p0; � et donc l'inégalité

jP� f (z)j �
1B 0(z)
jB j �

Z

B
f (� )dA � (� ) entraîne queCp

� ! (z)1B 0(z)

 
jB j ! 1� p0; �

jB j �

! p

� j P� f (z)jp! (z). Par in-

tégration, on déduit, compte tenu de (3.11) et (3.12) que

C � 1jB j !;�

 
jB j ! 1� p0; �

jB j �

! p

� j B 0j !;�

 
jB j ! 1� p0; �

jB j �

! p

� k P� ! 1� p0
1B kp

L p (! dA � ) � Cp
p;� jB j ! 1� p0; � :

C'est-à-dire que
jB j !;�
jB j �

 
jB j ! 1� p0; �

jB j �

! p� 1

� CCp
p;� .

Maintenant, pour �nir, supposons queB est un élément quelconque deB de rayon R supérieur à
1

2C2
. CommeB touche le bord deD alors des Lemmes 3.1.1 et 3.2.1 on ajB j � ' R2+ � . On peut donc

trouver une constante� > 0 telle que� jB j � � R2+ � > 1
(2C2 )2+ � . La proposition 3.2.1 montre que! et

! 1� p0
sont intégrables ainsi on obtient

jB j !;�
jB j �

 
jB j ! 1� p0

jB j �

! p� 1

� j Dj !;� (jDj ! 1� p0; � )p� 1(� (2C2)2+ � )p = C0
p;� :

Finalement, Bp;� (! ) = sup
B 2 B

jB j !;�
jB j �

 
jB j ! 1� p0 ;�

jB j �

! p� 1

� max(CCp
p;� ; C0

p;� ).

Ce qui prouve que! est dans la classe(Bp;� ). �

3.2.2 Condition nécessaire : cas p = 1

Lemme 3.2.2. Soit ! un poids non nul surD. Si L1(! dA � ) est contenu dansL1(dA � ), alors cette

inclusion est continue. En outre,! est minoré par une constante positive non nulle.

Preuve. Soientf 2 L1(dA � ) et f f ngn une suite d'éléments deL1(! dA � ) telles quekf nkL 1 (! dA � ) �! 0

et kf n � f kL 1 (dA � ) �! 0 lorsquen �! + 1 . D'après le Théorème 1.1.6 on peut extraire de la suite
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3.2. Conditions nécessaires

f f ngn une sous-suitef f nk gk telle que f nk �! 0 ! dA � -p.p et f nk �! f dA � -p.p lorsquek �! + 1 .

La mesure! dA � étant absolument continue par rapport à la mesuredA � , alors f nk �! f ! dA � -p.p.

Ainsi, f = 0 ! dA � -p.p, c'est-à-diref = 0 dansL1(! dA � ) qui est contenu dansL1(dA � ). D'où f = 0

dansL1(dA � ) (f = 0 dA � -p.p). En vertu du théorème du graphe fermé, il existe une constante

m > 0 telle que pour toute fonctionf 2 L1(! dA � ), kf kL 1 (dA � ) � m� 1kf kL 1 (! dA � ) (d'où la continuité)

ou encore
Z

D
jf j(! � m)dA � � 0 pour tout f 2 L1(! dA � ) .

Du Théorème 1.5.2 on déduit que! � m. �

Théorème 3.2.2. Soit ! un poids non nul surD. Si le projecteur de Bergman est bien dé�ni et

s'étend en un opérateur faiblement continu dansL1(! dA � ) alors ! est dans la classe(B1;� ).

Preuve. La preuve ici est analogue à celle du Théorème 3.2.1 .P� étant bien dé�ni sur L1(! dA � ),

alors f appartient à L1(dA � ) dès quef est dansL1(! dA � ). En e�et, si

f 2 L1(! dA � ), alors
Z

D
jf (� )jdA � = P+

� f (0) < + 1 . Par conséquent,! � 1 2 L1(dA � ) puisque

! � 1 2 L1(! dA � ) aveck! � 1kL 1 (! dA � ) = 1. D'après le Lemme 3.2.2 il existe une constantem > 0 qui

minore ! .

On suppose queP� est faiblement continu surL1(! dA � ) alors il existe une constanteC1;� > 0 telle

que quelque soientf 2 L1(! dA � ) et � > 0,

jf z 2 D : jP� f (z) � � gj!;� �
C1;�

�
kf kL 1 (! dA � ) : (3.13)

Comme dans la preuve du Théorème 3.2.1, en prenantf (z) = (1 � j zj2)� � 1D (0;r )(z) (0 < r < 1) alors

f 2 L1(! dA � ), kf kL 1 (! dA � ) � M r jD(0; r )j !;� et P� f (z) = ( � + 1) r 2. On déduit l'intégrabilité de !

de l'hypothèse (3.13) comme suit

jDj !;� =

�
�
�f z 2 D : jP� f (z)j = ( � + 1) r 2g

�
�
�
!;�

�
C1;�

(� + 1) r 2
M r jD(0; r )j !;� < + 1 :

Dans l'optique de démontrer que! est dans la classe(B1;� ), nous considérons d'abord une bouleB

de rayon inférieur à 1
2C2

(voir Lemme 3.2.1). Alors, il existe une autre bouleB 0 de même rayon et

une constanteC� > 0 telles que pour toute fonctionf positive et localement intégrable,

jP� f (z)j � C�
1B 0(z)
jB j �

Z

B
f (� )dA � (� ). Ce qui entraînejP� 1B (z)j � C� 1B 0(z) ou encoreB 0 � f z 2 D :

jP� 1B (z)j � C� g. On déduit compte tenu de (3.12) quejB 0j !;� � C1;� C � 1
� jB j !;� . En permutant les

rôles deB et B 0 et en posantC = C1;� C � 1
� on obtient

C � 1jB j !;� � j B 0j !;� � CjB j !;� : (3.14)

D'autre part, en considérant f = 1B ! � 1 on a l'inégalité jP� 1B ! � 1(z)j � C�
1B 0(z)
jB j �

Z

B
! � 1dA �

c'est-à-direB 0 �

(

z 2 D : jP� 1B ! � 1(z)j � C�
jB j ! � 1 ;�

jB j �

)

et compte tenu des inégalités (3.13) et (3.14),

on obtient

C � 1jB 0j !;� � j B j ! � 1 ;� �
CjB j2�

jB j ! � 1 ;�
(3.15)

car

k1B ! � 1kL 1 (! dA � ) = jB j � :
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3.3. Conditions su�santes

D'où
jB j !;�
jB j �

�
jB j ! � 1 ;�

jB j �
� C2. Mais comme! est minoré parm on obtient donc de (3.15) que,

m �
jB j ! � 1 ;�

jB j �
� C2. Finalement, toujours de (3.15) on a

jB j !;�
jB j �

< m � 1C2. Pour terminer, si on

suppose queB est un élément deB de rayon supérieur à 1
2C2

, comme dans la preuve du Théorème

3.2.1 en prenantp = 1 on a
jB j !;�
jB j �

� � (2C2)2+ � jDj !;� . Ainsi,

m� ! (z) = sup
B 2 B

1B (z)
jB j �

jB j !;� � max
�
m� 1C2; � (2C2)2+ � jDj !;�

�
= C0

1;� :

Donc B1;� (! ) = sup
z2 D

! � 1(z)m� ! (z) � m� 1C0
1;� , ce qui prouve que! 2 (B1;� ). �

3.3 Conditions su�santes

En vue d'établir les réciproques des Théorèmes 3.2.1 et 3.2.2, nous introduisons un nouvel opé-

rateur appelé opérateur de régularisation qui possède de bonnes propriétés. En e�et, cet opérateur

permet de transformer un poids de Békollé-Bonami en un poids de Muckenhoupt, puis de contrôler

la norme Lp(! dA � ) de m� f par celle deM � f lorsque f appartient à Lp(! dA � ). Ce qui o�re la

possibilité d'utiliser les résultats relatifs aux poids de Muckenhoupt.

3.3.1 Opérateur de régularisation et ses propriétés

Pour k > 0 et z 2 D on note par :k0 =
k

1 � k
lorsquek 2]0; 1[ et

Bk(z) = Bk(z; k(1 � j zj)) = f � 2 D : d(z; � ) < k (1 � j zj)g:

Dé�nition 3.3.1. Soit k 2]0; 1[, on dé�nit l'opérateur de régularisation d'ordre k noté R�
k pour

une fonction localement intégrablef et z 2 D par :

R�
k f (z) :=

1
jBk(z)j �

Z

B k (z)
f (� )dA � (� ):

Lemme 3.3.1. Soient k 2]0; 1=2[, z et z0 appartenant à D tels quez0 2 Bk(z). Alors on a :

(1) z 2 Bk0(z0) ou encore1B k (z)(z0) � 1B k 0(z0)(z) ;

(2) jBk(z)j � ' j Bk0(z0)j � ;

(3) Pour ! 2 (Bp;� ) (1 < p < + 1 ) il existe deux constantes� 0
k et � k telles que :

� 0
k [Bp;� (! )]� 1 jBk(z)j !;� � j Bk0(z0)j !;� � � kBp;� (! ) jBk(z)j !;� :

Preuve. (1) d(z; z0) < k (1 � j zj) = k(1 � j z0j + jz0j � j zj) < k (1 � j z0j) + kd(z; z0).

D'où d(z; z0) < k 0(1 � j z0j), c'est-à-direz 2 Bk0(z0). Donc 1B k (z)(z0) � 1B k 0(z0)(z).

(2) D'après le Lemme 3.1.1,jBk(z)j � ' k2(1 � j zj)2+ � et jBk0(z0)j � ' k02(1 � j z0j)2+ � . Il su�t de

montrer que1 � j zj ' 1 � j z0j pour conclure. En e�et,
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1 � j zj � 1 � j z0j + d(z0; z) � 1 � j z0j + k(1 � j zj). D'où k(1 � j zj) � k0(1 � j z0j). De la

même manière on a :k0(1 � j z0j) �
k0

1 � k0
(1 � j zj) =

k(1 � j zj)
1 � 2k

(1 � 2k > 0). Finalement,

k(1 � j zj) � k0(1 � j z0j) �
k(1 � j zj)

1 � 2k
. En conclusion,jBk(z)j � ' j Bk0(z0)j � .

(3) Tout d'abord, on remarque que la bouleBk(z) (respectivementBk0(z0)) est contenue dans la

boule B2(z0) = B(z0; 2(1 � j z0j)) (respectivementB3(z) = B(z;3(1 � j zj))). En e�et, pour

� 2 Bk(z), commez0 2 Bk(z) on déduit qued(z0; � ) � d(z0; z) + d(z; � ) < 2k(1 � j zj). d'après

(1) on a z 2 Bk0(z0) aveck0 = k
1� k et donc, 1 � j zj � 1 � j z0j + jz0j � j zj � 1 � j z0j + d(z0; z) <

(k0 + 1)(1 � j z0j). D'où on a : d(z0; � ) < 2k(1 � j zj) < 2k(k0 + 1)(1 � j z0j) � 2(1 � j z0j) car

0 < k < 1
2 c'est-à-dire que� 2 B2(z0). De même, si� 2 Bk(z), 0 < k < 1

2 alors on a :

d(z; � ) < 2k0(k + 1)(1 � j zj) < 3(1 � j zj) c'est-à-dire que� 2 B3(z).

D'après le Lemme 2.4.1 de la page 27, on aB3(z) 2 B et commeBk(z) � B3(z) alors, en

utilisant l'inégalité (2.17) avec f = 1B k (z) on obtient :

 
jBk(z)j �
jB3(z)j �

! p

� Bp;� (! )

 
jBk(z)j !;�
jB3(z)j !;�

!

: (3.16)

Mais, le Lemme 3.1.1 entraîne quejB3(z)j � ' j Bk(z)j � . Ainsi, l'inégalité (3.16) entraîne qu'il

existe une constante� k telle que jB3(z)j !;� � � kBp;� (! )jBk(z)j !;� . Comme

jBk0(z0)j !;� � j B3(z)j !;� alors on déduit que

jBk0(z0)j !;� � � kBp;� (! )jBk(z)j !;� :

En permutant les rôles dez et z0 et en utilisant le fait que Bk(z) � B2(z0) on déduit de

façon analogue l'existence de� 0
k > 0 telle que � 0

k [Bp;� (! )]� 1jBk(z)j !;� � j Bk0(z0)j !;� . D'où on a

� 0
k [Bp;� (! )]� 1 jBk(z)j !;� � j Bk0(z0)j !;� � � kBp;� (! ) jBk(z)j !;� . �

Propriété 3.3.1. Soient k 2]0; 1[, f et g deux fonctions positives et intégrables.

(1) Il existe une constanteCk > 0 ne dépendant pas def telle que

m� f � Ckm� R�
k f: (3.17)

(2) Il existe deux constantes positives� 1 et � 2 indépandante deg telles que

m� g � � 1R�
k m� g � � 2m� g: (3.18)

(3) Si k 2]0; 1=2[, alors il existeC > 0 ne dépendant que de� et k telle que

Z

D
f [R�

k g]dA � � C
Z

D
[R�

k0f ]gdA � : (3.19)

(4) si k 2]0; 1=2[, il existe deux constantesCk et Ck0 telles que pour toutz 2 D

C0
k [Bp;� (! )]� 1R�

k ! (z) � R�
k0! (z) � CkBp;� (! )R�

k ! (z): (3.20)
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3.3. Conditions su�santes

(5) Si k 2]0; 1=2[, il existe une constanteCk > 0 telle que

P+
� f � CkP+

� R�
k f: (3.21)

Preuve. (1) Soient z 2 D et B = B(� 0; r ) un élément de B contenant z. Si on pose

k1 =
k

k + 1
on a k1 2]0; 1

2 [ alors pour � 2 B , z0 2 Bk1 (� ) et des inégalités1 � j � 0j � r ,

j� 0j � j � j � d(� 0; � ) < r on obtient que :

d(z0; � 0) � d(z0; � ) + d(�; � 0) < k 1(1 � j � 0j + j� 0j � j � j) + d(�; � 0) < (2k1 + 1) r

c'est-à-dire quez0 2 B 0 = B(� 0; ar) aveca = 2k1 + 1. Commek0
1 = k, alors du Lemme 3.3.1 on

a : 1B k 1 (� )(z0) � 1B k (z0)(� ) et jBk1 (� )j � ' j Bk(z0)j � . Ainsi, 1B (� )1B k 1 (� )(z0) � 1B 0(z0)1B k (z0)(� ) et

il existe � k > 0 tel que jBk(z0)j � � � k jBk1 (� )j � . De plus comme1 � j � 0j � r < ar car B touche

le bord de D (voir Lemme 2.4.1 de la page 27) alors du Lemme 3.1.1 ,jB j � ' r 2+ � ' j B 0j �
c'est-à-dire qu'il existe� > 0 tel que jB 0j � � � jB j � . Commez 2 B � B 0 alors, de tout ce qui

précède on déduit les inégalités ci-après :

1
jB j �

Z

B
f (� )dA � (� ) =

1
jB j �

Z

B

 
1

jBk1 (� )j �

Z

B k 1 (� )
dA � (z0)

!

f (� )dA � (� )

=
1

jB j �

Z

D

 Z

D

1B (� )1B k 1 (� )(z0)f (� )

jBk1 (� )j �
dA � (� )

!

dA � (z0) (d'après Fubini)

�
�� k

jB 0j �

Z

D

 Z

D

1B 0(z0)1B k (z0)(� )f (� )
jBk(z0)j �

dA � (� )

!

dA � (z0)

=
�� k

jB 0j �

Z

B 0
R�

k f (z0)dA � (z0) � �� km� (R�
k f )(z):

La boule B étant arbitrairement choisie dansB , on déduit quem� f (z) � Ckm� R�
k f (z) avec

Ck = �� k .

(2) Soient z et z0 appartenant à D tels que z0 2 Bk(z), alors z 2 Bk0(z0). Si on considèreB =

B(� 0; r ) un élément deB qui contient z alors comme dans la preuve de (1), on obtient que

d(z0; � 0) < (2k + 1) r . Donc, z0 2 B 0 = B(� 0; ar), jB 0j � ' j B j � où a = 2k + 1. Ainsi, il existe

 1 > 0 tel que

1B (z)
jB j �

Z

B
g(� )dA � (� ) �  1

1B 0(z0)
jB 0j �

Z

B 0
g(� )dA � (� ) �  1m� g(z0):

Il s'en suit donc quem� g(z) �  1m� g(z0).

De même, siB contient plutôt z0 on montre également quez 2 B 0 = B(� 0; ar) avec

a = 2k0+ 1. Ce qui permet aussi de véri�er l'existence d'une autre constante 2 > 0 telle que

m� g(z0) �  2m� g(z). Par conséquent, quel que soitz0 2 Bk(z) on a

m� g(z) �  1m� g(z0) �  1 2m� g(z), puis en intégrant surBk(z) et en Prennant � 1 =  1 et

� 2 =  1 2 on obtient :

m� g(z) � � 1R�
k m� g(z) � � 2m� g(z):

(3) Il découle du Lemme 3.3.1 qu'il existe une constanteC > 0 ne dépendant que dek et � telle
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que pour tousz et z0 appartenant à D on a l'inégalité :

1B k (z)(z0)
jBk(z)j �

� C
1B k 0(z0)(z)
jBk0(z0) j �

:

Donc en utilisant successivement cette inégalité et le théorème de Fubini, il suit que

Z

D
f (z)R�

k g(z)dA � (z) =
Z

D

 Z

D

1B k (z)(z0)g(z0)
jBk(z)j �

dA � (z0)

!

f (z)dA � (z)

� C
Z

D

 Z

D

f (z)1B k 0(z0)(z)
jBk0(z0)j �

dA � (z)

!

g(z0)dA � (z0)

= C
Z

D
g(z0)R�

k0f (z0)dA � (z0):

(4) Il su�t de prendre z = z0 dans le Lemme 3.3.1. Ce qui justi�e l'existence deCk et Ck0.

(5) Considéronsk1 =
k

1 + k
et z 2 D. Soient z0 et � appartenant à D tels que z0 2 Bk1 (� ) ; en

utilisant (3.2) on a :

j1 � zz0j � j 1 � z� j + jz0 � � j � j 1 � z� j + d(z0; � )

� j 1 � z� j + k1(1 � j � j) � (k1 + 1) j1 � z� j:

Donc, quel que soitz0 2 Bk1 (� ) on a
1

j1 � z� j2+ �
�

(k1 + 1) 2+ �

j1 � zz0j2+ �
. En intégrant sur Bk1 (� ), on

obtient que g(� ) � (k1 + 1) 2+ � R�
k1

g(� ) avecg(� ) =
1

j1 � z� j2+ �
. Ainsi,l'inégalité (3.19) on a :

P+
� f (z) =

Z

D
f (� )g(� )dA � (� ) � (k1 + 1) 2+ �

Z

D
f (� )

h
R�

k1
g(� )

i
dA � (� )

� (k1 + 1) 2+ � Ck1

Z

D
R�

k f (� )g(� )dA � (� ) d'après (3.17)

= CkP+
� R�

k f (z) avec Ck = ( k1 + 1) 2+ � Ck1 :

�

Lemme 3.3.2. On suppose que! est un poids de la classe(Bp;� ) de Békollé-Bonami. On suppose

quek 2]0; 1
2 [ alors,R�

k ! appartient à la classe(Ap;� ) de Muckenhoupt. De plus, il existe une constante

indépendante de! C k > 0 telle que :Ap;� (R�
k (! )) � Ck [Bp;� (! )]2.

Preuve. Pour simpli�er les notations, nous posons� = R�
k ! et considérons une bouleB = B(z0; r ).

Supposons queB appartient à B car 1 � j z0j � r ), nous allons montrer qu'il existe deux constantes

� k et � 0
k telles que pour la bouleB 0 = B(z0; ar) 2 B aveca = 2k + 1 on a :

jB j �;�
jB j �

� � k
jB 0j !;�
jB 0j �

et

 
jB j � 1� p0;�

jB j �

! p� 1

�

 

� 0
k

jB 0j ! 1� p0;�

jB 0j �

! p� 1

:
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Pour la première inégalité, en utilisant le théorème de Fubini on a :

jB j �;� =
Z

B

 
1

jBk(z)j �

Z

B k (z)
! (� )dA � (� )

!

dA � (z)

=
Z

D

 Z

D

1B k (z)(� ) � 1B (z)dA � (z)
jBk(z)j �

!

! (� )dA � (� ):

Mais, on rappelle que siz 2 B et � 2 Bk(z) alors z 2 Bk0(� ) et � 2 B 0 = B(z0; ar) aveca = 2k + 1 ;

c'est-à-dire1B k (z)(� ) � 1B (z) � 1B k 0(� )(z) � 1B 0(� ). Par ailleurs, jB j � ' j B 0j � car 1 � j z0j � r � ar (voir

Lemme 3.1.1) et d'après le Lemme 3.3.1 on ajBk(z)j � ' j Bk0(� )j � . On déduit donc de ce qui précède

l'existence d'une constanteCk > 0 telle que

jB j �;�
jB j �

�
Ck

jB 0j �

Z

D

 Z

D

1B k 0(� )(z) � 1B 0(� )dA � (z)
jBk0(� )j �

!

! (� )dA � (� ) = Ck
jB 0j !;�
jB 0j �

: (3.22)

Par contre, pour la deuxième inégalité, en utilisant l'inégalité de Hölder on a :

(R�
k ! )1� p0

(z) =

 
1

jBk(z)j !;�

Z

B k (z)
!

1
p ! � 1

p dA �

! p0

p

�

 
1

jBk(z)j !;�

Z

B k (z)
! 1� p0

dA �

! 1
p

 
1

jBk(z)j !;�

Z

B k (z)
! dA �

! p0

p2

:

Soit, � 1� p0
(z) �

�
jB k (z)j

! 1� p0
;�

jB k (z)j !;�

� 1
p

. Puis, en appliquant de nouveau l'inégalité de Hölder et le théorème

de Fubini, il suit que :

Z

B
� 1� p0

(z)dA � (z) �
Z

B

 
jBk(z)j ! 1� p0;�

jBk(z)j !;�
! (z)

! 1
p

! � 1
p (z)dA � (z)

� j B j
1
p0

! 1� p0;�

 Z

B

 
1

jBk(z)j !;�

Z

B k (z)
! 1� p0

(� )dA � (� )

!

! (z)dA � (z)

! 1
p

= jB j
1
p0

! 1� p0;�

 Z

D

 Z

D

! (z)1B k (z)(� ) � 1B (z)
jBk(z)j !;�

dA � (z)

!

! 1� p0
(� )dA � (� )

! 1
p

:

Mais, 1B k (z)(� )�1B (z) � 1B k 0(� )(z)�1B 0(� ) et d'après le Lemme 3.3.1 on a :jBk0(� )j !;� � � kBp;� (! )jBk(z)j !;� .

Il découle donc de ce qui précède que :

jB j � 1� p0;� � [� kBp;� (! )]
1
p jB j

1
p0

! 1� p0;�

 Z

D

 Z

D

! (z)1B k 0( � )
(z) � 1B (� )

jBk0(� )j !;�
dA � (z)

!

! 1� p0
(� )dA � (� )

! 1
p

= [ � kBp;� (! )]
1
p jB j

1
p0

! 1� p0;�
jB 0j

1
p

! 1� p0;�

� [� kBp;� (! )]
1
p jB 0j ! 1� p0;� :

D'autre part, jB j � ' j B 0j � , il existe donc une constanteC0
k > 0 telle que

 
jB j � 1� p0;�

jB j �

! p� 1

� C0
k [Bp;� (! )]

p� 1
p

 
jB 0j ! 1� p0;�

jB 0j �

! p� 1

:
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Par conséquent en prenant k = CkC0
k on a :

jB j �;�
jB j �

 
jB j � 1� p0;�

jB j �

! p� 1

�  k [Bp;� (! )]
1
p0

jB 0j !;�
jB 0j �

 
jB 0j ! 1� p0;�

jB 0j �

! p� 1

�  k [Bp;� (! )]
1
p0+1 �  k [Bp;� (! )]2:

Maintenant, supposons queB est une boule éloignée du bord deD (r < 1 � j z0j). Tout d'abord, si

on suppose que12(1 � j z0) < r < 1 � j z0j alors jB j � ' (1 � j z0j)2+ � ' j B1(z0)j � . Dans ce cas il existe

 0
k > 0 tel que

jB j �;�
jB j �

 
jB j � 1� p0;�

jB j �

! p� 1

.
jB1(z0)j �;�
jB1(z0)j �

 
jB1(z0)j � 1� p0;�

jB1(z0)j �

! p� 1

�  0
k [Bp;� (! )]2:

Puisque cela se ramène au cas précédent.

En�n, si 0 < r < 1
2(1�j z0j) alors pourz 2 B on a les inégalités :1�j zj < 1�j z0j+ d(z; z0) < 2(1�j z0j)

et 1� j z0j < 1� j zj + d(z0; z) < 1� j zj + 1
2(1 � j z0j). Ainsi, 1� j zj < 2(1� j z0j) et 1

2(1 � j z0j) < 1� j zj.

Soit,
1
2

(1 � j z0j) < 1 � j zj < 2(1 � j z0j):

Ce qui entraîne quejBk(z0)j � ' (1 � j z0j)2+ � ' (1 � j zj)2+ � ' j Bk(z)j � . Montrons aussi que,

jBk(z0)j !;� ' j Bk(z)j !;� . Pour cela, prenons� dansBk(z0) alors

d(z; � ) � d(z; z0) + d(z0; � ) < r + k(1 � j z0j) < (k +
1
2

)(1 � j z0j) < (2k + 1)(1 � j zj):

Ainsi, la boule Bk(z0) est contenue dans la bouleeBk(z) = B(z; a(1 � j zj)) où a = 2k + 1. De la même

manière, on montre que la bouleBk(z) est contenue dans la bouleeBk(z0) = B(z; a(1 � j z0j)) . En

plus, on montre en procédant comme dans la preuve du Lemme 3.3.2 que

jBk(z)j !;� � j eBk(z0)j !;� � � kBp;� (! )jBk(z0)j !;� et jBk(z0)j !;� � j eBk(z)j !;� � �
0� 1
k Bp;� (! )jBk(z)j !;�

c'est-à-dire� 0
k [Bp;� (! )]� 1jBk(z0)j !;� � j Bk(z)j !;� � � kBp;� (! )jBk(z0)j !;� . Et compte tenu du fait que

jBk(z0)j � ' j Bk(z)j � on déduit l'existence de deux constantesC0
k et C

00

k telles que

C0
k [Bp;� (! )]� 1R�

k ! (z0) � R�
k ! (z) � C

00

k Bp;� (! )R�
k ! (z0)

ou encoreC0
k [Bp;� (! )]� 1� (z0) � � (z) � C

00

k Bp;� (! )� (z0). Ce qui implique quejB j �;� � C
00

k Bp;� (! )� (z0)jB j �
et jB j � 1� p0;� � (C0

k [Bp;� (! )]� 1� (z0))1� p0

jB j � . Ainsi en prenant 
00

k = C
00

k C
0� 1
k on a :

jB j �;�
jB j �

 
jB j � 1� p0;�

jB j �

! p� 1

� 
00

k [Bp;� (! )]2:

Conclusion, si on prendCk plus grand que k ,  0
k et 

00

k alors on obtient que :

jB j �;�
jB j �

 
jB j � 1� p0;�

jB j �

! p� 1

� Ck [Bp;� (! )]2:
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CommeB est choisie arbitrairement,Ap;� (R�
k ! ) � Ck [Bp;� (! )]2. �

Théorème 3.3.1. (Muckenhoupt)

Si ! appartient à la classe(Ap;� ) avec1 < p < + 1 alors l'opérateur maximal de Hardy-Littlewood

est de type(p; p) sur Lp(! dA � ). Plus précisement il existe une constanteC(! ) telle que pour tout

f 2 Lp(! dA � ) on a :

kM � f kL p (! dA � ) � C(! )kf kL p (! dA � ) :

Preuve. Cf [19]

Remarque 3.3.1. Le Théorème 3.3.1 reste valide pour l'opérateur maximal de Hardy-Littlewood

non centré (que nous notons~M � ), puisqueM � et ~M � sont équivalentes . En e�et, pour une fonction

localement intégrablef ,

~M � f (z) = sup
B

1B (z)
jB j �

Z

B
jf (� )jdA � (� ) ; z 2 D:

Il est clair que M � f (z) � ~M � f (z).

Réciproquement, siB = B(z0; r ) est une boule contenantz alors on a les inclusions

B(z0; r ) � B (z;2r ) � B (z0; 4r ). La propriété d'homogénéité entraîne qu'il existe� 0 > 0 tel que

jB(z;2r )j � � j B (z0; 4r )j � � � 0jB (z0; r )j � . Ainsi,

1
jB j �

Z

B
jf (� )jdA � (� ) �

� 0

jB (z;2r )j �

Z

B (z;2r )
jf (� )jdA � (� )

� � 0M � f (z):

Il s'en suit que M � f � ~M � f � � 0M � f .

Théorème 3.3.2. Si ! 2 (Bp;� ) (1 < p < + 1 ) alors l'opérateurm� est de type(p; p) sur Lp(! dA � ).

Plus précisement, il existe une constanteC > 0 telle que pour toute fonctionf dansLp(! dA � ) :

km� f kp
L p (! dA � ) � C[Bp;� (! )]2kf kp

L p (! dA � ) :

Preuve. Pour simpli�er les notations dans cette preuve,C désignera une constante générique ne

dépendant que des constantes issues des résultats qui y seront cités. Tout d'abord, �xons

f 2 Lp(! dA � ) et k 2]0; 1=2[. Compte tenu des inégalités (3.17) et (3.18) on a les inégalités :

m� f � Cm� R�
k f � CR�

k m� R�
k f � C (R�

k [m� R�
k f ]p)1=p : (3.23)

Où la dernière inégalité s'obtient de l'inégalité de Hölder de la manière suivante :

R�
k (m� R�

k f ) (z) =
1

jBk(z)j �

Z

B k (z)
1 � m� R�

k f (� )dA � (� )

�

 
1

jBk(z)j �

Z

B k (z)
[m� R�

k f (� )]pdA � (� )

! 1=p  
1

jBk(z)j �

Z

B k (z)
dA � (z)

! 1� 1
p

= ( R�
k [m� R�

k f ]p(z))1=p :
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3.3. Conditions su�santes

En appliquant successivement les inégalités (3.23), (3.19), (3.20) et sachant quem� R�
k f � M � R�

k f

on a :

km� f kp
L p (! dA � ) � C

Z

D
R�

k [m� R�
k f ]p! dA �

� C
Z

D
[m� R�

k f ]pR�
k0! dA �

� CBp;� (! )
Z

D
[M � R�

k f ]pR�
k ! dA � :

D'autre part, du Lemme 3.3.2 on aR�
k ! 2 (Ap;� ) alors le Théorème 3.3.1 entraîne que

km� f kp
L p (! dA � ) � CBp;� (! )

Z

D
[R�

k f ]pR�
k ! dA � : (3.24)

Où la constanteC ici dépend de! . On montre comme dans l'inégalité (2.16) que

 
1

jBk(z)j �

Z

B k (z)
jf (� )jdA � (� )

! p

�

 
jBk(z)j ! 1� p0;�

jBk(z)j �

! p� 1  
1

jBk(z)j �

Z
jf jp(� )! (� )dA � (� )

!

c'est-à-dire :[R�
k jf j]p �

�
R�

k

�
! 1� p0

�� p� 1
R�

k (jf jp! ): CommeBk(z) � B1(z) avecB1(z) 2 B alors

on véri�e que (R�
k (! 1� p0

))p� 1R�
k ! � CBp;� (! ). Ainsi, on a :

Z

D
[R�

k jf j]pR�
k ! dA � �

Z

D
R�

k (jf jp! )[R�
k (! 1� p0

)]p� 1R�
k ! dA �

� CBp;� (! )
Z

D
R�

k (jf jp! )dA �

� CBp;� (! )
Z

D
jf jp! (R�

k01)dA � (d'après (3.19))

� CBp;� (! )kf kp
L p (! dA � ) :

Finalement compte tenu de l'égalité (3.24) on obtient :

km� f kp
L p (! dA � ) � C[Bp;� (! )]2kf kp

L p (! dA � ) :

�

3.3.2 Condition su�sante : cas 1 < p < + 1

Nous rappelons que le projecteur maximal de Bergman est l'opérateur dé�ni pour une fonction

f localement intégrable par :

P+
� f (z) =

Z

D

jf (� )j
j1 � z� j2+ �

dA � (� ):

Remarque 3.3.2. (1) Pour montrer la réciproque du Théorème 3.2.1 il su�t de le faire pour

l'opérateur P+
� .

(2) Pour f 2 L1(dA � ) l'application P+
� f est continue surD pour la métrique d. En e�et, pour
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3.3. Conditions su�santes

� 2 D �xé, l'application z 7�!
jf (� )j

j1 � z� j2+ �
est continue surD pour la métriqued (voir inégalité

(3.5)) et pour z 2 D �xé, l'application � 7�!
jf (� )j

j1 � z� j2+ �
est intégrable car elle est majorée sur

D par jf j
1

(1 � j zj)2+ �
. D'où en vertu du théorème de la continuité de Lebesgue on déduit que

P+
� f est continue.

Lemme 3.3.3. Soit (X; A ; � ) un espace mesuré. Soientf et g deux fonctions mesurables positives

telles que pour toutt > 0

� (f x 2 X : f (x) > t; g (x) � ctg) � a� (f x 2 X : f (x) > btg):

Où a; bet c sont des constantes positives telles quea < bp (1 < p < + 1 ) alors

kf kp
p �

c� p

1 � ab� p
kgkp

p:

Preuve. Pour tout t > 0 on a :

f x 2 X : f (x) > t g = f x 2 X : f (x) > t; g (x) � ctg [ f x 2 X : g(x) > ct g:

Il en découle donc de l'hypothèse que

ptp� 1� (f x 2 X : f (x) > t g) � aptp� 1� (f x 2 X : f (x) > btg) + ptp� 1� (f x 2 X : g(x) > ct g):

Ce qui entraîne que(1 � ab� p)kf kp
p � c� pkgkp

p. En e�et, plus généralement, sih 2 Lp(X; � ) et � > 0

alors

khkp
p =

Z

X
jh(x)jpd� (x)

= � p
Z

X

 Z j h ( x ) j
�

0
ptp� 1dt

!

d� (x)

= � p
Z

X

� Z + 1

0
ptp� 11fj hj>�t g(x)dt

�

d� (x)

= � p
Z + 1

0
ptp� 1

� Z

X
1fj hj>�t g(x)� (x)

�

dt d'après Fubini:

D'où � � pkhkp
p =

Z + 1

0
ptp� 1� (f x 2 X : jh(x)j > �t g)dt. Ce qui achève la preuve. �

Proposition 3.3.1. Soit � > 0, il existe une constanteA > 0 telle que quels que soient� 2 D

R � 1 � j z0j et une fonctionf positive et localement intégrable et pour toutz 2 B(z0; R) :

R�
Z

d(z0 ;� )� R

f (� )
d(z0; � )2+ � + �

dA � (� ) � Am � f (� ):

Preuve. Il su�t d'utiliser un argument de découpage deD n �B en procédant comme dans la preuve

du Théorème 3.1.1 . D'autre part, compte tenu du Lemme 3.1.1 il existe une constantea > 0 telle

que pour tout n 2 N jB(z0; 2n+1 R)j � � a(2n+1 R)2+ � . Ce qui justi�e les inégalités ci-après :
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3.3. Conditions su�santes

R�
Z

d(z0 ;� )� R

f (� )
d(z0; � )2+ � + �

dA � (� ) �
+ 1X

n=0

1
2n(2+ � + � )R2+ �

Z

d(z0 ;� )< 2n +1 R
f (� )dA � (� )

� a22+ �
+ 1X

n=0

2� n� 1
jB(z0; 2n+1 R)j �

Z

B (z0 ;2n +1 R)
f (� )dA � (� )

� a22+ � m� f (z)
+ 1X

n=0

2� n� =
a22+ �

1 � 2� �
m� f (z):

Il su�t donc de prendre A =
a22+ �

1 � 2� �
pour conclure. �

La proposition suivante est très utile dans la preuve du résultat principale de cette section.

Proposition 3.3.2. Soit ! 2 (Bp;� ), on pose� = R�
k ! avec k 2]0; 1=2[. On considère la boule

B = B(z0; r ) avec1� j z0j < cr et l'ensembleQ =
n
z 2 B : 1 � j zj < C 0

0
1

2+ � r
o

où C0
0 > 0, 0 <  < 1,

r > 0 et c > 0 sont des constantes. Alors en considérantQ0 =
n
z 2 �B : 1 � j zj < 2C0

0
1

2+ � r
o

et
�B = B(z0; ar) aveca = C0

0 + 1 il existe deux constantesC1 et C2 > 0 indépendante de telles que :

jQj !;� � C1jQ0j �;� et jQ0j � � C2
� +1
� +2 j �B j � : (3.25)

Preuve. Si on posek1 = k
1+ k alors pourz 2 Q et � 2 Bk1 (z) on az 2 B = B(z0; r ), 1� j zj < C 0

0
1

2+ � r

et commek0
1 = k le Lemme 3.3.1 implique quez 2 Bk(� ). Ainsi, on a :

d(z0; � ) � d(z0; z) + d(z; � ) < r + k1(1 � j zj) < r + k1C0
0

1
2+ � r < (C0

0 + 1) r

car 0 < k 1,  < 1; d'où � 2 �B = B(z0; ar) aveca = C0
0 + 1. De plus,

1 � j � j < 1 � j zj + d(z; � ) < (k1 + 1)(1 � j zj) < 2C0
0

1
2+ � r

car 0 < k 1 < 1. Il suit donc que � 2 Q0 =
n
z 2 �B : 1 � j zj < 2C0

0
1

2+ � r
o
.

Ainsi, on a : 1Q(z)1B k 1 (z)(� ) � 1Q0(� )1B k (� )(z). D'après le Lemme 3.3.1 il existeC1 > 0 tel que

jBk(� )j � � C1jBk1 (z)j � . On déduit alors de ce qui précède que :

jQj !;� =
Z

Q

 
! (z)

jBk1 (z)j �

Z

B k 1 (z)
dA � (� )

!

dA� (z)

=
Z

D

 Z

D

1Q(z)1B k 1 (z)(� )! (z)

jBk1 (z)j �
dA � (z)

!

dA � (� )

� C1

Z

D

 Z

D

1Q0(� )1B k (� )(z)! (z)
jBk(� )j �

dA � (z)

!

dA � (� )

= C1

Z

D

 
1Q0(� )

jBk(� )j �

Z

B k (� )
! (z)dA � (z)

!

dA � (� )

= C1

Z

Q
� (� )dA � (� ) = C1jQ0j �;� :

Venons en à la preuve de la deuxième inégalité. Soitz 2 �B alors,d(z0; z) = jjz0j � j zjj + jei � � ei ' j < ar ;

ce qui entraine quejjz0j � j zjj < ar et jei � � ei ' j < ar où z = jzjei � et z0 = jz0jei ' . De plus, comme
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3.3. Conditions su�santes

1 � j z0j < cr alors on a :1 � j zj < 1 � j z0j + jz0j � j zj < cr + ar < � 2. Donc, si z 2 Q0 alors en

posant � 1 = 2C0
0

1
2+ � r et � 2 = ( c + a)r , on a 1 � j zj < � 1, 1 � j zj < � 2 et jei � � ei ' j < ar . D'où,

Q0 � f z 2 D : 1 � j zj < min(� 1; � 2); jei � � ei ' j < ar g. Par conséquent, en utilisant les coordonnées

polaires avecdA � = � +1
� (1 � � 2)� � d� d� on obtient :

jQ0j � �
� + 1

�

Z

1� �< min( � 1 ;� 2 )

(1 � � 2)� � d�
Z

jei � � ei ' j<ar

d�

�
2� (� + 1)

�

Z

1� min( � 1 ;� 2 )<�< 1

(1 � � )� d�
Z

jei � � ei ' j<ar

d�

. r [� (1 � � )� +1 ]11� min( � 1 ;� 2 ) = r (min( � 1; � 2)) � +1

� r� � +1
1 = r (2C0

0
1

2+ � r )� +1 w r 2+ � 
� +1
� +2

c'est à dire que

jQ0j � . r 2+ � 
� +1
� +2 : (3.26)

D'autre part, comme 1 � j z0j < cr , d'après le Lemme 3.1.1, on a

j �B j � w (ar)2(max(1�j z0j; ar)) � w r 2+ � . On déduit alors de l'inégalité (3.26) qu'il existe une constante

C2 > 0 indépendante der telle que jQ0j � � C2
� +1
� +2 j �B j � : �

Le résultat fondamentale de section est une conséquence du Théorème ci-après.

Théorème 3.3.3. Soit ! appartenant à la classe(Bp;� ) (1 < p < + 1 ). Il existe deux constantes

positivesC et � telles que quels que soient assez petit,� > 0 et quelle que soit la fonctionf positive

et localement intégrable :

jf z 2 D : P+
� f (z) > 2�; m � f (z) � � gj!;� � CBp;� (! ) � jf z 2 D : P+

� f (z) > � gj!;� :

Preuve. Fixons � > 0, 0 <  < 1 et f une fonction positive localement intégrable. De la Remarque

3.3.2 on déduit que l'ensembleE � = f z 2 D : P+
� f (z) > � g est un ouvert deD pour la métriqued. Le

cas oùE � = D est immédiat ; dans le cas contraire, conformément au Lemme 1.5.2 de décomposition

de Whitney, il existe N 2 N� , � > 1 et une suite de boulesf B j gj 2 N tels que :

� E � =
S

j 2 N
B j , B j = B(zj ; r j ) ;

� un point de E � ne peut appartenir à plus deN boulesB j ;

� les boulesB 0
j = B(zj ; �r j ) rencontrent le complémentaire deE � dansD.

Il su�t donc de prouver l'inégalité de distribution ci-après :

jf z 2 B : P+
� f (z) > 2�; m � f (z) � � gj!;� � CBp;� (! ) � jB j !;� ; (3.27)

où B = B(z0; r ) est une boule de la décomposition de Whitney deE � . Alors il existe

z0 2 B 0 = B(z0; �r ) tel que P+
� f (z0) � � .

On suppose qu'il existe� 0 2 B tel que m� f (� 0) � � ; puisque dans le cas contraire le membre de

gauche de l'inégalité (3.27) est nul et le résultat est immédiat. Puis, considérons la bouleeB(z0; R) où

R = max(1 �j z0j; C0r ) et C0 est une constante supérieure à� et qui est choisie de façon à satisfaire les

conditions de la Proposition 3.1.1 précisément, siC2 et C3 désignent les constantes de la Proposition
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3.3. Conditions su�santes

3.1.1, alors pourz 2 B et � 2 Dn eB, on désire avoirC2d(z; z0) < C 0r et

d(z0; � ) � C2d(z; z0). Mais, d(z; z0) � d(z; z0) + d(z0; z0) < (1 + � )r car z 2 B et z0 2 B 0. On peut

donc prendreC0 = C2(1 + � ) ; dans cette condition, quels que soientz 2 B et � 2 Dn eB, on a :

d(z0; � ) � R � C0r � C2d(z; z0):

De plus, comme� 0 2 B = B(z0; r ) et z0 2 B 0 = B(z0; �r ) alors, le choix deC0 entraîne que

d(z0; � 0) � d(z0; z0) + d(z0; � 0) < (1 + � )r < C 0r , (car C0 = C2(1 + � )) c'est-à-dire que

� 0 2 eB = B(z0; R). Ainsi, pour z 2 B et � 2 Dn eB, on a : d(z0; � ) � C2d(z; z0),

d(z; z0) < C0 r
C2

� R
C2

et � 0 2 eB donc, en appliquant les Propositions 3.1.1 et 3.3.1, on obtient que :

Z

DneB

�
�
�
�

1
j1 � z� j2+ �

�
1

j1 � z0� j2+ �

�
�
�
�f (� )dA� (� ) � C3d(z; z0)

1
2

Z

DneB

f (� )dA� (� )

d(z0; � )2+ � + 1
2

�
C3p
C2

R
1
2

Z

d(z0 ;� )� R

f (� )dA� (� )

d(z0; � )2+ � + 1
2

�
AC3p

C2
m� f (� 0):

Ainsi, en posantf 1 = 1 eB f et f 2 = 1DneB f alors on af = f 1 + f 2 et on déduit de ce qui précède que :

P+
� f 2(z) �

Z

DneB

�
�
�
�
f (� )dA� (� )
j1 � z0� j2+ �

�
�
�
� +

Z

DneB

�
�
�
�

1
j1 � z� j2+ �

�
1

j1 � z0� j2+ �

�
�
�
�f (� )dA� (� )

� P+
� f (z0) + A0m� f (� 0) � � + A0� où A0 =

AC3p
C2

;

et on rappelle quez0 appartient au complémentaire deE � et m� f (� 0) � � par hypothèse. Ainsi, la

sous additivité deP+
� entraîne que :

P+
� f � P+

� f 1 + P+
� f 2 � P+

� f 1 + � + A0�:

Alors pour z 2 B tel que P+
� f (z) > 2� , il vient que P+

� f 1(z) > (1 � A0 )� . Puis, en choisissant tel

que 0 <  < 1
A 0, on a P+

� f 1(z) > b� avecb= 1 � A0 > 0 d'où on a les inclusions,

f z 2 B : P+
� f 1(z) > 2� g � f z 2 B : P+

� f 1(z) > b�; m � f (z) � � g � f z 2 B : P+
� f 1(z) > b� g:

Donc, pour avoir l'inégalité (3.27), il su�t d'avoir l'inégalité :

jf z 2 B : P+
� f 1(z) > b� gj!;� � CBp;� (! ) � jB j !;� : (3.28)

Dans l'optique de prouver l'inégalité (3.28), nous allons discuter suivant les valeurs du rayon

R = max(1 � j z0j; C0r ) de eB = B(z0; R). Pour cela, on poseE 0
� = f P+

� f 1 � b� g \ B .

Premier cas : C0r � 1 � j z0j par conséquent,eB = B(z0; 1 � j z0j) et on rappelle que pourz 2 B,

on a d(z; z0) < (1 + � )r = C0 r
C2

< 1�j z0 j
C2

. D'où 1 � j z0j � 1 � j zj + d(z; z0) < 1�j z0 j
C2

+ 1 � j zj ou encore

1� j zj > C 0(1� j z0j) avecC0 = C2 � 1
C2

. Ainsi pour tous z 2 B et � 2 eB, j1� z� j � 1� j zj > C 0(1� j z0j).
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3.3. Conditions su�santes

Ce qui implique que pourz 2 B,

P+
� f 1(z) =

Z

eB

f (� )dA� (� )
j1 � z� j2+ �

<
1

(C0(1 � j z0j))2+ �

Z

eB

f (� )dA� (� ):

Mais d'après le Lemme 3.1.1 ,j eBj � ' (1 � j z0j)2+ � ; il existe donc une constanteC
00

> 0 telle que :

P+
� f 1(z) <

C
00

j eBj �

Z

eB

f (� )dA� (� ) � C
00
m� f (� 0) � C

00
�;

puisque� 0 2 eB et par hypothèse on am� f (� 0) � � . En clair, si on choisit  tel que

P+
� f 1(z) � C

00
� < b� c'est-à-dire que0 <  < b

C00 alors l'ensembleE 0
� = f P+

� f 1 > b� g \ B est vide

et l'inégalité (3.28) est véri�ée. Dans la suite, on supposera donc que0 <  <  0 = min( 1
A 0; b

C00) et

en conséquence il ne restera plus que le cas suivant :

Deuxième cas : 1 � j z0j < C 0r . On a eB = B(z0; C0r ). En vue d'appliquer la Proposition 3.3.2,

montrons queE 0
� est contenu dans un sous-ensemble de la formeQ = f z 2 B : 1 � j zj < C 0

0
1

2+ � r g.

Comme,m� f (� 0) � � et � 0 2 eB alors pourz 2 E 0
� , on a :

b� < P +
� f 1(z) =

Z

eB

f (� )dA� (� )
j1 � z� j2+ �

<
j eBj �

(1 � j zj)2+ �
m� f (� 0) <

j eBj � �
(1 � j zj)2+ �

:

De plus, il découle du Lemme 3.1.1 quej eBj � ' (C0r )2+ � , donc il existe une constante� 1 > 0 telle

que

b� < (� 1C0 )2+ � �
(1�j zj)2+ � c'est-à-dire que1 � j zj < C 0

0
1

2+ � r avecC0
0 = � 1C0b� 1

2+ � d'où, E 0
� � Q.

Considérons le poids régularisé dé�ni par� = R�
k ! , aveck 2]0; 1

2 [. Il vient du Lemme 3.3.2 que,

� 2 (Ap;� ) donc � 2 (A1 ;� ) puisque(Ap;� ) � (A1 ;� ).

Ce qui nous conduit à admettre le Lemme qui suit.

Lemme 3.3.4. [9] Si � 2 (A1 ;� ) alors, il existe deux constantes positivesA et � 0 telles que quels

que soient la bouleB et le sous-ensemble mesurableE de B on a :

jE j �;� � A

 
jE j �
jB j �

! � 0

jB j �;� :

D'autre part, comme1�j z0j � C0r j et z0 2 B 0 = B(z0; �r ) alors on a :1�j z0j < 1�j z0j+ jz0j�j z0j �

1 � j z0j + d(z0; z0) < C 0r + �r d'où 1 � j z0j < 2C0r puisqueC0 = C2(� + 1) .

Dans la suite,C désignera une constante générique dépendant des constantes issues des résultats qui

seront cités.

Compte tenu du fait que Q0 est un sous ensemble mesurable de�B = B(z0; ar), on déduit de la

Proposition 3.3.2 et du Lemme 3.3.4 les inégalités suivantes :

jQj !;� � CjQ0j �;� � C

 
jQ0j �
j �B j �

! � 0

j �B j �;� � C
� +1
� +2 � 0 j �B j �;� :

Mémoire de MASTER : Estimations optimales pour le projecteur

de BERGMAN dans le disque unité

53 FOGHEM GOUNOUE Guy Fabrice c UY1 2014



3.3. Conditions su�santes

CommeE 0
� est contenu dansQ0 = f z 2 �B : 1 � j zj < C 0

0
1

2+ � r g, il suit que pour � = � +1
� +2 � 0 on a :

jE 0
� j !;� � C � j �B j �;� : (3.29)

On montre comme pour obtenir l'inégalité (3.22) quej �B j �;� � Cj
'
Bj !;� avec

'
B = B(z0; (2k + 1) ar):

Il reste nous à montrer quej
'
Bj !;� � CBp;� (! )jB j !;� . Supposons quer < 1 � j z0j ; comme0 < k < 1

2

on déduit que :B � �B �
'
B = B(z0; (2k + 1) ar) � B2a(z0) avecB2a(z0) = B(z0; 2a(1 � j z0j)) 2 B . En

prenant f = 1B dans l'inégalité (2.17) on déduit que :

 
jB j �

jB2a(z0)j �

! p

� Bp;� (! )
jB j !;�

jB2a(z0)j !;�
: (3.30)

D'après le Lemme 3.1.1 on a :jB j � ' j B2a(z0)j � ' j
'
Bj � car de ce qui précède on a :r < 1�j z0j < 2C0r .

Du fait que
'
B � B2a(z0), l'inégalité (3.30) entraîne que

j
'
Bj !;� � j B2a(z0)j !;� � CBp;� (! )jB j !;� :

Maintenant, si r � 1 � j z0j alors, le Lemme 2.4.1 de la page 27 implique queB 2 B . Ainsi, en

remplaçantB2a(z0) par
'
B dans l'inégalité (3.30) et en utilisant aussi le fait quejB j � ' j

'
Bj � on déduit

également que

j
'
Bj !;� � CBp;� (! )jB j !;� :

Il découle donc, de l'inégalité (3.29) que :

jE 0
� j !;� = jf z 2 B : P+

� f 1(z) > b� gj!;� � CBp;� (! ) � jB j !;� :

Ce qui prouve l'inégalité (3.28) ainsi que l'inégalité (3.27). Par conséquent, l'inégalité (3.27) est

véri�ée pour toute boule B j , j 2 N. D'une part, pour z 2 D tel que P+
� f (z) > 2� on a :

z 2 E � = f P+
� f > � g =

S

j 2 N
B j . D'où, il existe j 2 N tel que z 2 B j ce qui implique que

f P+
� f > 2�; m � f � � g �

[

j 2 N

f P+
� f > 2�; m � f � � g

\
B j

et l'inégalité (3.27) entraîne que :

jf P+
� f > 2�; m � f � � gj!;� �

+ 1X

j =0

jf P+
� f > 2�; m � f � � g

\
B j j !;� � CBp;� (! ) �

+ 1X

j =0

jB j j !;� :

D'autre part, comme un point deE � ne peut appartenir à plus deN boulesB j , on déduit que pour

tout n 2 N on a :
nP

j =0
1B j � N 1f P +

� f>� g ; ce qui implique que

+ 1X

j =0

jB j j !;� � N jf P+
� f > � gj!;� :
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3.3. Conditions su�santes

Finalement, pour tout � > 0 et 0 <  <  0 on a :

jf z 2 D : P+
� f (z) > 2�; m � f (z) � � gj!;� � CBp;� (! ) � jf z 2 D : P+

� f (z) > � gj!;� :

�

Théorème 3.3.4. Soit (! 2 Bp;� ) avec1 < p < + 1 . Alors, P+
� est de type(p; p) sur Lp(! dA � ).

De plus, le projecteur de Bergman est bien dé�ni surLp(! dA � ).

Preuve. Soit f 2 Lp(! dA � ). En appliquant le Théorème 3.3.3 et le Lemme 3.3.3 on a :

kP+
� f kp

L p (! dA � ) � C0
p;� (! )km� f kp

L p (! dA � ) :

Où C0
p;� (! ) = 2p  � p

1� 2p CB p;� (! ) � et  est choisi tel que1� 2pCBp;� (! ) � > 0. Il découle donc du Théorème

3.3.2 que :

kP+
� f kp

L p (! dA � ) � ~Cp;� (! )kf kp
L p (! dA � ) (3.31)

Ce qui prouve queP+
� est de type(p; p) sur Lp(! dA � ) où, ~Cp;� (! ) = C0

p;� (! )C[Bp;� (! )]2 . D'autre

part, comme! 1� p0
est localement intégrable puisque! 1� p0

2 (Bp0;� ) alors, pourz 2 D il existe r > 0

tel que jD(z; r)j ! 1� p0;� < + 1 . Pour � 2 D, on a 1 � j zj < j1 � z� j et comme � p0

p = 1 � p0 alors on

déduit de l'inégalié de Hölder que :

P+
� f (z) =

Z

D

jf (� )j
j1 � z� j2+ �

dA � (� ) �
1

(1 � j zj)2+ �

Z

D
jf (� )j

�
! (� )1D (z;r )(� )

� 1
p

�
! (� )1D (z;r )(� )

� � 1
p dA � (� )

�
kf kL p (! dA � )

(1 � j zj)2+ �
jD(z; r)j

1
p0

! 1� p0;�
< + 1 :

Ce qui prouve queP� est bien dé�ni et achève ainsi la preuve du Théorème. �

On résume la situation dans le cas1 < p < + 1 dans le corollaire suivant.

Corollaire 3.3.1. Soit ! un poids surD alors il y a équivalence entre :

1. P� est bien dé�ni et est de type(p; p) sur Lp(! dA � ) ;

2. P+
� est de type(p; p) sur Lp(! dA � ) ;

3. ! 2 (Bp;� ).

3.3.3 Condition su�sante : cas p = 1

Il su�t toujours comme dans le cas1 < p < + 1 de prouver le résultat pour le projecteur maximal

P+
� . Pour cela, nous commençons d'abord par établir le théorème suivant.

Théorème 3.3.5. Soit ! un poids de la classe(B1;� ). Il existe une constanteC1 > 0 telle que pour

tout f 2 L1(! dA � ) :

jf z 2 D : m� f (z) > � gj!;� <
C1[B1;� (! )]2

�
kf kL 1 (! dA � ) ; � > 0:
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3.3. Conditions su�santes

Preuve. Fixons f dansL1(! dA � ), � > 0 et introduisons la fonction maximale centrée dé�nie par :

m0
� f (z) = sup

r � 1�j zj

1
jB(z; r)j �

Z

B (z;r )
jf jdA � :

On montre comme dans le cas de la fonction maximale de Hardy-Littlewood (voir Remarque 3.3.1)

qu'il existe une constanteC > 0 telle queCm� f � m0
� f ce qui montre que,

E � = f z 2 D : m� f (z) > � g � f z 2 D : m0
� f (z) > C� g:

Ainsi pour z pris dansE � , il existe r z � 1 � j zj tel que 1
jB z j �

R

B z

jf jdA � > C� , avecBz = B(z; rz). Il

en résulte que :E � �
S

z2 E �

Bz et donc, en vertu du lemme de recouvrement de Vitali (Lemme 1.5.1),

on peut extraire deE � une suitef zj gzj 2 N et on peut trouver une constante� > 1 telles que :

� Les boulesB j = B(zj ; r zj ) soient deux à deux disjointes ;

� E � �
S

j 2 N
B 0

j où B 0
j = B(zj ; �r zj ).

Puisquer zj � 1 � j zj j, les boulesB j et B 0
j étant des éléments deB , alors on déduit des Propriétés

3.2.1 qu'il existe une constante� 1 > 0 telle que jB 0
j j !;� � � 1B1;� (! )jB j j !;� . D'autre part pour j 2 N

on a :

C� <
1

jB j j �

Z

B j

jf jdA � =
1

jB j j !;�

Z

B j

jf j!! � 1 jB j j !;�
jB j j �

dA � �
B1;� (! )
jB j j !;�

Z

B j

jf j! dA � :

C'est-à-dire quejB j j !;� � C � 1B 1;� (! )
�

R

B j

jf j! dA � . Il en découle que :

jE � j !;� � j
[

j 2 N

B 0
j j !;� � � 1B1;� (! )

+ 1X

j =0

jB j j !;� �
� 1C � 1[B1;� (! )]2

�

+ 1X

j =0

Z

B j

jf j! dA �

=
� 1C � 1[B1;� (! )]2

�

Z

[ j 2 N B j

jf j! dA � �
� 1C � 1[B1;� (! )]2

�
kf kL 1 (! dA � ) :

C'est-à-dire quejE� j = jf z 2 D : m� f (z) > � gj!;� < C1 [B 1;� (! )]2

� kf kL 1 (! dA � ) où C1 = �C � 1. �

Proposition 3.3.3. Soit � > 1, si B 0 = B(z0; �r ) désigne la� -dilatée d'une bouleB = B(z0; �r )

alors il existe une constante� 0 > 0 qui dépend uniquement de� et � telle que pour toute fonctiong

positive à support dansB et tout z dansD n B 0 :

P+
� g(z) � � 0P+

� eg(z); où eg(z) =
1B (z)
jB j �

Z

B

g(� )dA � (� ):

Preuve. Fixons z dansDnB 0, z0 et � dansB alors on a :�r � d(z; z0) � d(z; � )+ d(�; z 0) < d (z; � )+ r

c'est-à-dire qued(z; � ) > (� � 1)r . Donc, d(z0; � ) < 2r < 2
� � 1d(z; � ) < 6

� � 1 j1 � z� j (d'après (3.1)).

Ainsi, pour tous z0; � 2 B on a :

j1 � zz0j � j 1 � z� j + jz0 � � j � j 1 � z� j + d(z0; � ) <
� � + 5

� � 1

�

j1 � z� j:
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3.3. Conditions su�santes

Ce qui implique qu'en prenant� 0 =
�

� +5
� � 1

� 2+ �

on a :

1
j1 � z� j2+ �

�
� 0

jB j �

Z

B

dA � (z0)
j1 � zz0j2+ �

:

Ensuite, en intégrant par rapport à� et compte tenu du fait queg est à support dansB on obtient

P+
� g(z) =

Z

B

g(� )dA � (� )
j1 � z� j2+ �

� � 0

Z

B

g(� )
jB j �

� Z

B

dA � (� )
j1 � zz0j2+ �

�

= � 0

Z

D

1B (z0)
j1 � zz0j2+ �

� 1
jB j �

Z

B

g(� )dA � (� )
�

dA � (z0)

= � 0

Z

D

eg(z0)
j1 � zz0j2+ �

dA � (z0) = � 0P+
� eg(z): �

En vue d'atteindre l'objectif principal de cette partie, nous établir un découpage de type Calderòn-

Zygmund d'une fonctionf en bonne et mauvaise fonction.

Lemme 3.3.5. (Découpage de Calderòn-Zygmund)

Soient k 2]0; 1
2 [, � > 0 et f une fonction positive localement intégrable. On suppose quef z 2 D :

m� f (z) > � g 6= D. Alors on peut écrire quef = b+ m où b et m sont des fonctions telles que :

� R�
k b � Ck � , Ck dépend uniquement dek.

� Il existe une constanteC0 > 0 et une famille F de boules presque disjointes contenue dans

f m� f > � g véri�ant r (B ) � 1
2d(B; @D) pour B 2 F , si r (B ) désigne le rayon deB ; en plus,

m '
P

B 2F
mB . Où mB est à support dansB et 1

jB j �

R

B
mB dA � � C0� .

Preuve. Commençons par remarquer que l'ensembleE � = f z 2 D : m� f (z) > � g est ouvert deD

pour la métrique d. En e�et, pour z 2 E � , il existe une bouleBz 2 B telle que 1
jB z j �

R

B z

f dA � > � .

Pour � 2 Bz, on a m� f (� ) �
1

jBzj �

Z

B z

f dA � > � ; donc � 2 E � c'est-à-dire que la bouleBz est

contenue dansE � . Ce qui montre queE � est un ouvert deD. Donc en appliquant le Lemme 1.5.2

(page 14) de décomposition de Whitney, on peut trouver un entier naturel non nulN , un réel � > 1

et une suitef B j gj 2 N de boules avecB j = B(zj ; r j ) véri�ant :

� E � =
S

j 2 N
B j ;

� un point de E � ne peut appartenir à plus deN boulesB j ;

� chaque bouleB 0
j = B(zj ; �r j ) rencontre le complémentaire deE � dansD.

ConsidéronsF comme étant la collection (éventuellement vide) de toutes les boulesB j telles

que r j � 1
2d(B j ; @D), j 2 N. Si on poseF� = f m� f � � g [

S

B j 62F
B j et F 0

� =
S

B j 2F
B j alors on a,

D = F� [ F 0
� et F� \ F 0

� = ; . On peut donc écrire quef = b+ m avec b = f 1F � et m = f 1F 0
�
.

D'autre part, pour j 2 N, B 0
j rencontref m� f � � g en un point � j . L'homogénéité de la mesuredA �

implique qu'il existe une constanteC0 > 0 telle que :

1
jB j j �

Z

B j

f 1B j dA � �
C0

jB 0
j j �

Z

B 0
j

f 1B j dA � � C0m� f (� j ) � C0�:
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3.3. Conditions su�santes

Soit 1
jB j j �

R

B j

mB j dA � � C0� où on posemB j = f 1B j . De plus, il résulte du fait qu'un point deE � ne

peut appartenir à plus deN boulesB j que
P

B j 2F
f 1B j � Nf 1F 0

�
ou encore

P

B j 2F
mB j � Nm. Ainsi,

m �
P

B j 2F
mB j � Nm c'est-à-dire quem '

P

B j 2F
mB j .

Pour terminer, il reste à montrer qu'il existe une constanteCk > 0 telle queR�
k b � Ck � . Pour ce faire,

nous montrons d'abord que pour toute bouleB = B(� 0; r ) appartenant à B on a 1
jB j �

R

B
bdA � � C� .

Si b est nulle surB , le résultat est immédiat. Par contre, si on suppose queb est non nulle surB

alors nécessairement, il existe� 2 B tel que 1F � (� ) 6= 0 ( F� = f m� f � � g [
S

B j 62F
B j ). Dans le cas où

m� f (� ) � � on a le résultat puisque 1
jB j �

R

B
bdA � � m� f (� ) ; sinon, il existe une bouleB j 62 Ftelle

que � 2 B j = B(zj ; r j ). CommeB 0
j rencontre f m� f � � g alors il existe� j 2 B 0

j = B(zj ; �r j ) tel que

m� f (� j ) � � . Mais, commeB j 62 Fc'est-à-dire quer j < 1
2d(B j ; @D) on a :

d(� 0; � j ) � d(� 0; � ) + d(�; z j ) + d(zj ; � j ) < r + (1 + � )r j < r +
(1 + � )

2
d(B j ; @D):

On rappelle qued(B j ; @D) = inf f d(z; ei� ); ei� 2 @D; z 2 B j g. D'où comme� 2 B j on a

d(B j ; @D) � d(ei� ; ei� j� j) = 1 � j � j si � = ei� j� j ou d(B j ; @D) � d(1; 0) = 1 si � = 0 on déduit alors

que :

d(� 0; � j ) < r +
(1 + � )

2
(1 � j � j) < r +

(1 + � )
2

(1 � j � 0j + d(� 0; � )) < (2 + � )r

car 1 � j � 0j � r et � 2 B . Ainsi, � j 2 B 0 = B(� 0; (2 + � )r ) et par homogénéité de la mesuredA � il

existe une constanteC0
0 > 0 telle que :

1
jB j �

Z

B

bdA � �
C0

0

jB 0j �

Z

B 0

f dA � � C0
0m� f (� j ) � C0

0�:

Il en découle donc quem� b � C0
0� . CommejBk(z)j � ' j B1(z)j � ; il existe � k > 0 tel que :

R�
k b(z) =

1
jBk(z)j �

Z

B k (z)
bdA � �

� k

jB1(z)j �

Z

B 1 (z)
bdA � � � km� b(z):

D'où R�
k b � Ck � avecCk = � kC0

0 car m� b � C0
0� . �

Regardons à présent les conséquences du choix de la familleF du Lemme 3.3.5.

Proposition 3.3.4. Soit ! 2 (B1;� ). Si B 0 = B(z0; �r ) désigne la� -dilatée d'une bouleB(z0; r )

véri�ant r � 1
2d(B; @D) avec� > 1. Alors il existe une constanteC > 0 indépendante deB telle que :

jB 0j !;� � CB1;� (! )jB j !;� ; (3.32)

jB j !;� ! � 1 � CB1;� (! )jB j � : (3.33)

Preuve. Si B appartient à B alors (3.32) découle de l'homogénéité de la mesure! dA � pour les

éléments deB et (3.33) est immédiat par dé�nition de (B1;� ). Dans le cas oùB n'appartient pas à

B c'est-à-dire quer < 1 � j z0j alors on aB 0 � B � (z0) avecB � (z0) = B(z0; � (1 � j z0j)) .

Tout d'abord, montrons d'abord que 1�j z0 j
4 < r < 1 � j z0j. Si r � 1�j z0 j

2 > 1�j z0 j
4 alors le résultat

est immédiat. Nous pouvons supposer quer < 1�j z0 j
2 , alors pour tousz 2 B et ei� 2 @D on a les
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3.3. Conditions su�santes

inégalités ci-après :

1 � j z0j < d (ei� ; z0) � d(ei� ; z) + d(z; z0) < d (ei� ; z) + r < d (ei� ; z) +
1 � j z0j

2
:

Il suit donc que 1�j z0 j
2 < d(B; @D) et par hypothèse,d(B; @D) � 2r . D'où 1�j z0 j

4 < r et donc dans

tous les cas, on a1�j z0 j
4 < r < 1 � j z0j. D'après le Lemme 3.1.1,jB j � ' (1 � j z0j)2+ � ' j B � (z0)j � avec

B � (z0) = B(z0; � (1 � j z0j)) . Donc il existe une constanteC > 0 telle que jB � (z0)j � � CjB j � . Mais,

commeB � (z0) 2 B et ! 2 (B1;� ) alors pour tout z 2 D, on a

1B � (z0 )(z)jB � (z0)j !;� � ! (z)B1;� (! )jB � (z0)j � :

CommeB � B 0 � B � (z0) alors, en intégrant cette dernière inégalité surB on obtient :

jB � (z0)j !;� �
jB � (z0)j �

jB j �
B1;� (! )jB j !;� � CB1;� (! )jB j !;�

Ainsi comme B 0 � B � (z0) alors on a : jB 0j !;� � CB1;� (! )jB j !;� . Ce qui prouve l'inégalité (3.32).

Pour l'inégalité (3.33), compte tenu du fait quejB � (z0)j � � CjB j � on a :

jB j !;� ! � 1 �
jB � (z0)j !;�
jB � (z0)j �

jB � (z0)j � ! � 1 � ! � 1m� ! jB � (z0)j � � CB1;� (! )jB j �

�

Théorème 3.3.6. Soit ! 2 (B1;� ). Il existe une constanteC > 0 telle que pour tout f appartenant

à L1(! dA � ) et � > 0 on a :

jf z 2 D : P+
� b(z) >

�
2

gj!;� �
CB1;� (! )

�
kf kL 1 (! dA � ) (3.34)

jf z 2 D n
[

B j 2 J

B 0
j : P+

� m(z) >
�
2

gj!;� �
CB1;� (! )

�
kf kL 1 (! dA � ) (3.35)

Où jf j = b+ m est la décomposition obtenue au Lemme 3.3.5.

Preuve. D'après la Propriété 2.4.1,! 2 (B1;� ) � (B2;� ) et donc il découle du Théorème 3.3.4 que

P+
� est de type(2; 2) sur L2(! dA � ) on en déduit queP+

� est de type faible(2; 2) sur L2(! dA � ). D'où

il existe C2 = C2;� (! ) > 0 tel que pour tout f 2 L2(! dA � ) :

jf P+
� f > � gj!;� �

C2

� 2
kf k2

L 2 (! dA � ) ; � > 0: (3.36)

D'après l'inégalité (3.21) on aP+
� b � C0

kP+
� R�

k b aveck 2]0; 1
2 [, alors des inégalités (3.36),R�

k b � Ck �

(voir Lemme 3.3.4) et (3.19) il suit que :
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3.3. Conditions su�santes

jf P+
� b >

�
2

gj!;� � jf P+
� R�

k b > �
2C0

k
gj!;� �

4C2(C0
k)2

� 2

Z

D
(R�

k b)2! dA �

�
C
�

Z

D
R�

k b! dA � �
C
�

Z

D
bR�

k0! dA �

� C
B1;� (! )

�

Z

D
b! dA � � C

B1;� (! )
�

kf kL 1 (! dA � ) :

C ici est une constante générique et la dernière estimation s'obtient en raison de l'appartenance

de ! à (B1;� ) comme suit :

R�
k0! (z) =

jBk0(z)j !;�
jBk0(z)j �

� C
jB1(z0)j !;�
jB1(z0)j �

< CB 1;� (! )! (z):

On a ainsi prouvé l'inégalité (3.34)

Venons-en à la preuve de l'inégalité (3.35). Pour cela, nous conservons les notations du Lemme

3.3.5 en considérant

fm =
X

B j 2F

fmB j avec fmB j =
1B j

jB j j �

Z

B j

mB j dA � =
1B j

jB j j �

Z

B j

jf jdA � :

On sait d'après le Lemme 3.3.5 quefmB j (z) � C0� et commez ne peut appartenir à plusN boules

B j alors on déduit quefm =
P

B j 2F
fmB j (z) � NC0� et par le même argument, on a

P

B j 2F
jf j1B j � N jf j,

car pour tout n 2 N,
nP

j =0
jf j1B j � N jf j. Ce qui justi�e donc que :

Z

D
jfm(z)j2! (z)dA � � C�

Z

D
fm(z)! (z)dA �

� C�
X

B j 2F

Z

D
fmB j (z)! (z)dA � (z)

= C�
X

B j 2F

Z

D

� 1B j (z)! (z)
jB j j �

Z

B j

jf jdA �

�

dA � (z)

= C�
X

B j 2F

Z

B j

jf j!! � 1 jB j j !;�
jB j j �

dA �

� C�B 1;� (! )
X

B j 2F

Z

D
jf j1B j ! dA � (d'après 3.33)

� C�B 1;� (! )
Z

D
jf j! dA � :

c'est-à-dire que

kfmk2
L 2 (! dA � ) � C�B 1;� (! )kf kL 1 (! dA � ) (3.37)

où C est une constante générique. Mais, d'après la Proposition 3.3.3, il existe une constante� 0 > 0

telle que pour tout z 2 D n
S

B j 2F
B 0

j on a P+
� mB j (z) � � 0P+

� fmB j (z). Commem(z) �
P

B j 2F
mB j (z), P+

�

est sous-additif et les boulesB j sont presque disjointes il suit que :

P+
� m(z) � � 0

X

B j 2F

P+
� fmB j (z) � N� 0P+

� (
X

B j 2F

fmB j )(z):
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3.3. Conditions su�santes

D'où on a P+
� m(z) � N� 0P+

� fm(z), puis des inégalités (3.36) et (3.37) on déduit que

jf z 2 D n
[

B j 2F

B 0
j : P+

� m(z) >
�
2

gj!;� � jf z 2 D n
[

B j 2F

B 0
j : P+

� fm(z) >
�

2N� 0
gj!;�

�
C2

�
kfmk2

L 2 (! dA � ) �
CB1;� (! )

�
kf kL 1 (! dA � ) : �

Corollaire 3.3.2. Si ! 2 (B1;� ) alors le projecteur de Bergman est bien dé�nie et s'étend en un

opérateur faiblement continue surL1(! dA � ).

Preuve. Fixons � > 0 et f dansL1(! dA � ) pour des raisons de commodité, nous supposons queC

est une constante générique. SiD = f m� f > � g alors du Théorème 3.3.5, on a

jf P+
� f > � gj!;� � jf m� f > � gj!;� �

C[B1;� (! )]2

�
kf kL 1 (! dA � ) �

C1;� (! )
�

kf kL 1 (! dA � ) :

Dans le cas contraire, en utilisant les notations du Lemme 3.3.5 où on posejf j = b+ m alors on a :

f P+
� f > � g � f P+

� b >
�
2

g [ f z 2 D n
[

B j 2F

B 0
j : P+

� m(z) >
�
2

g [ f z 2
[

B j 2F

B 0
j : P+

� m(z) >
�
2

g:

Comme le dernier sous ensemble est contenu dans
S

B j 2F
B 0

j alors, des inégalités (3.34) et (3.35) il suit

que :

jf P+
� f > � gj!;� �

C1;� (! )
�

kf kL 1 (! dA � ) +
�
�
�
�

[

B j 2F

B 0
j

�
�
�
�
!;�

: (3.38)

Les boulesB j étant presque disjointes, alors :
P

B j 2F
1B j � N 1 S

B j 2F

B j
. Puis, en consultant la preuve du

Lemme 3.3.5 on note quef m� f > � g =
S

j 2 N
B j ainsi on a :

X

B j 2F

jB j j !;� � N
�
�
�
�

[

B j 2F

B j

�
�
�
�
!;�

� N jf m� f > � gj!;� :

Mais, d'après la Proposition 3.3.4 quel que soitB j 2 F on a jB 0
j j !;� � CB1;� (! )jB j j !;� . Alors, de

ceci et du Théorème 3.3.5 on obtient :

�
�
�
�

[

B j 2F

B 0
j

�
�
�
�
!;�

� CB1;� (! )
X

B j 2F

jB j j !;� � CB1;� (! )jf m� f > � gj!;�

�
C[B1;� (! )]3

�
kf kL 1 (! dA � ) �

C1;� (! )
�

kf kL 1 (! dA � ) :

On déduit donc de l'inégalité (3.38) que :jf P+
� f > � gj!;� � C1;� (! )

� kf kL 1 (! dA � ) . D'autre part, comme

! 2 (B1;� ) � (B2;� ) on déduit alors du Théorème 3.3.4 queP� est bien dé�ni. �

On résume la situation dans le casp = 1 dans le corollaire suivant.

Corollaire 3.3.3. Soit ! un poids surD alors il y a équivalence entre :

1. P� est bien dé�ni et est de type faible(1; 1) sur L1(! dA � ) ;

2. P+
� est de type faible(1; 1) sur L1(! dA � ) ;

3. ! 2 (B1;� ).
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3.3. Conditions su�santes

Nous avons établi la preuve du théorème de Békollé-Bonami. Dans le cas1 < p < + 1 l'inégalité

(3.31) prouve la continuité du projecteur de Bergman surLp(! dA � ) lorsque! 2 (Bp;� ) sans donner

une réelle précision sur la dépendance de la constante~Cp;� (! ) par rapport au poids! . Au prochain

chapitre, nous établirons une nouvelle preuve du Théorème 3.3.4 qui permet d'obtenir une meilleur

précision de cette constante (et même de la norme du projecteur de Bergman).
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? ? Chapitre Quatre ? ?

Estimations optimales pour le projecteur

de Bergman dans le disque unité

Dans ce chapitre, on se propose d'établir une estimation optimale du projecteur de BergmanP�

sur Lp(! dA � ) par rapport à la caractéristiqueBp;� (! ) avec1 < p < + 1 de Békollé-Bonani à une

constante linéaire près. Il s'agit du résultat de Sandra-Pott et Maria Carmen Reguera [21] qui stipule

que :

kP� kL p (! dA � )! L p (! dA � ) � Cp;� [Bp;� (! )]max(1 ; 1
p� 1 ) (4.1)

où Cp;� est une constante indépendante de! .

Pour la preuve de ce résultat, la notion de grille dyadique constitue un outil essentiel à travers

lequel on dé�nit l'opérateur dyadique qui est un opérateur équivalent au projecteur maximal de

Bergman permettant ainsi d'obtenir l'estimation (4.1) dans le casp = 2. Puis, nous terminons en

utilisant de manière adaptée la méthode d'extrapolation de Rubio de Francia et le fait queP� est

auto-adjoint. Mais avant, nous montrons d'abord que le problème (4.1) est équivalent à celui du

demi-plan complexe supérieur. Il su�ra alors de le faire dans le casp = 2 puisque le casp 6= 2 n'en

est qu'une conséquence.

4.1 Préliminaires

H = f z 2 C : Im (z) > 0g désigne le demi-plan complexe supérieur.

Proposition 4.1.1. L'application dé�nie sur H par � (z) = i � z
i + z est biholomorphe deH dansD.

Preuve. Soit z 2 H, alors on a1� j � (z)j2 = 4Im (z)
ji + zj2 . Donc, Im (z) > 0 si et seulement sij� (z)j < 1 ou

encorez 2 H si et seulement si� (z) 2 D. On véri�e que � est une application bijective deH dansD

dont la réciproque est dé�nie par (� ) = i (1� � )
1+ � , � 2 D. En outre, il est évident que� est holomorphe

sur H et  sur D. � ù

Remarque 4.1.1. On sait que le jacobien réel de la transformation conforme� par rapport à la

mesure de Lebesgue est donné parJ (z) = j� 0(z)j2. Ainsi, pour z 2 H, on a

dA � (� (z)) = ( � + 1)(1 � j � (z)j2)� dA(� (z)) = 2 � j� 0(z)j(2+ � )dA0
� (z);
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4.1. Préliminaires

où dA0
� (z) = � +1

� (Im (z)) � dA(z) et dA(z) est la mesure de Lebesgue surH.

Théorème 4.1.1. Soient � 1 < � < + 1 , 1 < p < + 1 et ! un poids sur D. L'application

Tp : Lp(D; ! dA � ) �! Lp(H; ! � � dA0
� ) avecTpf (z) = 2

�
p (� 0(z))

2+ �
p f � � (z), z 2 H est un isomorphisme

isométrique.

Preuve. Soit f 2 Lp(D; ! dA � ), soit � = � (z), z 2 H, en utilisant la Remarque 4.1.1 on a :

kf kp
L p (D;! dA � ) =

Z

H
jf � � (z)jp! � � (z)dA � (� (z))

=
Z

H
2� jf � � (z)jpj� 0(z)j2+ � ! � � dA0

� (z)

= kTpf kp
L p (H;! � � dA 0

� ) :

D'où kf kL p (D;! dA � ) = kTpf kL p (H;! � � dA 0
� ) ce qui prouve queTp est une isométrie. De plus, il est clair

que Tp est linéaire et bijective dont la réciproque est dé�nie pourg 2 Lp(H; ! � � dA0
� ) par :

T � 1
p g(� ) = 2 � �

p (� 0 �  (� )� 2+ �
p g �  (� ) = 2 � �

p ( 0(� ))
2+ �

p g �  (� ); � 2 D;

où  désigne la réciproque de� . �

Proposition 4.1.2. Pour � 1 < � < + 1 , si A2(H; dA0
� ) désigne l'espace de Bergman surH

relativement à la mesuredA0
� alors le noyau de Bergman y est dé�ni par

K 0
� (z; � ) =

� (� 2i )�

(z � � )2+ �
; z; � 2 H:

Preuve. Soit f 2 A2(H; dA0
� ), en prenant ! = 1 dans le Théorème 4.1.1, on déduit queg =

2� �
2 (� 0 �  )� 2+ �

2 f �  2 L2(D; dA � ) où  est la réciproque de� et donc g 2 A2(D; dA � ) puisquef ,

 et � 0 sont holomorphes. Le noyau de Bergman surA2(D; dA � ) K � (z; � ) étant reproduisant, alors

pour z 2 H, en e�ectuant le changement de variablesv = � (� ), � 2 H, on a :

f (z) = 2
�
2 (� 0(z))

2+ �
2 g � � (z)

= 2
�
2 (� 0(z))

2+ �
2

Z

D
K � (� (z); v) � g(v)dA � (v)

= 2
�
2 (� 0(z))

2+ �
2

Z

H
2� K � (� (z); � (� )) � (� 0(� )� 0(� ))

2+ �
2 g � � (� )dA0

� (� )

=
Z

H
2� K � (� (z); � (� )) � (� 0(z)� 0(� ))

2+ �
2 f (� )dA0

� (� ):

On rappelle quef (� ) = 2
�
2 (� 0(� ))

2+ �
2 g � � (� ), K � (� (z); � (� )) = 1

(1� � (z)� (� )) 2+ � et � 0(z) = � 2i
(i + z)2 . Après

calcul obtient que

2� K � (� (z); � (� )) � (� 0(z)� 0(� ))
2+ �

2 =
� (� 2i )�

(z � � )2+ �
= K 0

� (z; � ):

De ce qui précède, pour toutz 2 H on a f (z) =
Z

H
K 0

� (z; � )f (� )dA0
� (� ). Ce qui prouve la formule de
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4.1. Préliminaires

reproduction (voir (2.10) page 22). D'autre part, pour� 2 H �xé, et tout z 2 H on a :

K 0
� (z; � ) = 2 � K � (�; � (� )) � � (z) � (� 0(z)� 0(� ))

2+ �
2

= 2
�
2 (� 0(� ))

2+ �
2 T2K � (�; � (� ))( z):

Comme K � (�; � (� )) 2 A2(D; dA � ) alors on déduit queK 0
� (�; � ) 2 A2(H; dA0

� ). De plus, K 0
� (z; � ) =

K 0
� (�; z ) et donc en vertu du Théorème 2.2.1 de la caractérisation du noyau de Bergman(voir page

22), il s'en suit queK 0
� (z; � ) = � (� 2i ) �

(z� � )2+ � est le noyau de Bergman surA2(H; dA0
� ). �

Dé�nition 4.1.1. Pour un opérateurT : E �! F où E et F sont des espaces vectoriels normés,

on dé�nit la norme de T par :

kTkE ! F = sup
kxkE =1

kTxkF :

Théorème 4.1.2. Soit ! un poids sur D, pour � 1 < � < + 1 , si P0
� désigne le projecteur de

Bergman surH relativement à la mesuredA0
� , alors pour tout f 2 L2(D; ! dA � ) on a :

kP0
� (T2f )kL 2 (H;! � � dA 0

� ) = kP� f kL 2 (D;! dA � ) :

De plus, on a aussi

kP� kL 2 (D;! dA � )! L 2 (D;! dA � ) = kP0
� kL 2 (H;! � � dA 0

� )! L 2 (H;! � � dA 0
� ) :

Preuve. Soit f 2 L2(D; ! dA � ) on aT2f (� ) = 2
�
2 (� 0(� ))2+ � f � � (� ). En remarquant comme précédem-

ment queK 0
� (z; � ) = 2 � K � (� (z); � (� ))( � 0(z)� 0(� ))

2+ �
2 alors en e�ectuant le changement de variables

v = � (� ) on obtient :

T2(P� f )(z) = 2
�
2 (� 0(� ))

2+ �
2 (P� f )( � (z))

= 2
�
2 (� 0(� ))

2+ �
2

Z

D
K � (� (� ); v)f (v)dA � (v)

=
Z

H

h
2� K � (� (z); � (� ))( � 0(z)� 0(� ))

2+ �
2

i h
2

�
2 (� 0(� ))

2+ �
2 f � � (� )

i
dA0

� (� )

=
Z

H
K 0

� (z; � )T2f (� )dA0
� (� ) = P0

� (T2f )(z):

C'est-à-dire que, pour toutz 2 H, T2(P� f )(z) = P0
� (T2f )(z) et donc, compte tenu du Théorème 4.1.1

il s'en suit que :

kP0
� (T2f )kL 2 (H;! � � dA 0

� ) = kT2P� f kL 2 (H;! � � dA 0
� ) = kP� f kL 2 (D;! dA � ) :

Pour la deuxième assertion du théorème, on déduit de ce qui précède et du Théorème 4.1.1 que :

kP� f kL 2 (D;! dA � ) = kP0
� T2f kL 2 (H;! � � dA 0

� )

� k T2f kL 2 (H;! � � dA 0
� )kP0

� kL 2 (H;! � � dA 0
� )! L 2 (H;! � � dA 0

� )

= kf kL 2 (D;! dA � )kP0
� kL 2 (H;! � � dA 0

� )! L 2 (H;! � � dA 0
� ) :

D'où, kP� kL 2 (D;! dA � )! L 2 (D;! dA � ) � k P0
� kL 2 (H;! � � dA 0

� )! L 2 (H;! � � dA 0
� ) . L'inégalité inverse s'obtient de la
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4.2. Modèle dyadique du projecteur de Bergman

même manière. �

4.2 Modèle dyadique du projecteur de Bergman

4.2.1 Notations et dé�nitions

On supposera toujours� 1 < � < + 1 et nous adopterons les nouvelles notations ci-après :

� dA � (z) = � +1
� (Im (z)) � dA(z) = � +1

� r � +1 (sin � )� drd� où z = rei� 2 H et dA désigne la mesure de

Lebesgue surH.

� K � (z; � ) = � (� 2i ) �

(z� � )2+ � et K +
� (z; � ) = 2�

jz� � j2+ � , z; � 2 H.

� Le projecteur de Bergman surH sera noté par :

P� f (z) = � (� 2i )�
Z

H

f (� )
(z � � )2+ �

dA � (� ); z 2 H:

� Le projecteur maximal de Bergman surH sera noté par :

P+
� f (z) = 2 �

Z

H

jf (� )j
jz � � j2+ �

dA � (� ); z 2 H:

� Pour � 1 < � < + 1 et ! un poids surH, Lp(H; ! dA � ) sera noté tout simplementLp(! dA � ).

Dé�nition 4.2.1. Soit I � R un intervalle borné deR. On appelle région ou boxe de Carleson

associé àI le sous-ensemble dé�ni par :QI := I � [0; jI j].

Le demi-boxe de Carleson associé àI est notéTI := I � ] jI j
2 ; jI j], où jI j désigne la longueur deI .

Remarque 4.2.1. (1) Par intégration on obtient

jI j2+ � = � jQI j � = �� � jTI j � avec � � =
21+ �

21+ � � 1
:

Où jQI j � =
Z

QI

dA � et jTI j � =
Z

TI

dA � .

(2) Les boxes de Carleson recouvrentH et chacun touchant sa frontière qui estR. Nous allons donc

procéder à une redé�nition de la classe(Bp;� ) de Békollé-Bonami et l'opérateur maximalm� .

Dé�nition 4.2.2. L'opérateur maximal m� associé aux boxes de Carleson est dé�ni pour une

fonction f localement intégrable par :

m� f (z) := sup
I � R ;I intervalle

1QI (z)
jQI j �

Z

QI

jf (� )jdA � (� ); z 2 H:

Dé�nition 4.2.3. Soit ! un poids surH, on dit que ! appartient à la classe(Bp;� ) de Békollé-

Bonami lorsque :

Bp;� (! ) := sup
I � R ;I intervalle

jQI j !;�
jQI j �

 
jQI j ! 1� p0;�

jQI j �

! p� 1

< + 1 :

Nous aurons aussi besoin de la notation qui suit :
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4.2. Modèle dyadique du projecteur de Bergman

Dé�nition 4.2.4. Soient ! et � deux poids surH, on dit que le couple(!; � ) appartient à la classe

double de Békollé-Bonami et que nous notons(B d
2;� ) lorsque :

B d
2;� (!; � ) := sup

I � R ;I intervalle

jQI j !;�
jQI j �

�
jQI j � � 1 ;�

jQI j �
< + 1 :

4.2.2 Grille dyadique dans R

Dé�nition 4.2.5. De manière générale, une grille dyadique deR est une collectionD d'intervalles

de telle sorte que pour chaqueI appartenant à D on a ce qui suit :

(1) L'ensembleDI := f J 2 D : jJ j = jI jg est une partition deR.

(2) I est une réunion de deux intervallesI � et I + éléments deD véri�ant jI � j = jI + j = jI j
2 .

Proposition 4.2.1. Soit � 2 f 0; 1
3g alors la collection,

D � = f 2j [m + ( � 1)j �; m + 1 + ( � 1)j � [: m; j 2 Zg

est une grille dyadique deR.

Preuve. Pour m; j 2 Z , notons I �
m;j = 2 j [m + ( � 1)j �; m + 1 + ( � 1)j � [. Fixons m0 et j 0 dansZ et

posonsI = I �
m0 ;j 0

alors jI j = 2 j 0 ; d'après la Dé�ntion 4.2.5 on a que :D �
I = f I �

m;j 0
: m 2 Zg. Il est

clair que pour tout m 2 Z, I �
m;j 0

est non vide. SiI �
m1 ;j 0

et I �
m2 ;j 0

ont un point x en commun alors on

a 2j 0 (mk + ( � 1)j 0 � ) � x < 2j 0 (mk + 1 + ( � 1)j 0 � ), où k = 1; 2 donc m1 = E( x
2j 0 � (� 1)j 0 � ) = m2.

Soit, I �
m1 ;j 0

= I �
m2 ;j 0

. Où E désigne la fonction partie entière qui est caractérisée par l'inégalité

E(a) � a < E (a) + 1 pour tout a 2 R. Par ailleurs, x 2 R, si on prendm = E( x
2j 0 � (� 1)j 0 � ) alors

x 2 I �
m;j 0

. Ainsi, la famille (I �
m;j 0

)m2 Z recouvreR et constitue par conséquent une partition deR.

Il reste à montrer queI est une réunion deI � et I + éléments deD � avec jI � j = jI + j = jI j
2 . On a,

I = I �
m0 ;j 0

= 2 j 0 � 1[2m0 + ( � 1)j 0 2�; 2m0 + 2 + ( � 1)j 0 2� [.

� Si � = 0, alors I = I 0
2m0 ;j 0 � 1 [ I 0

2m0+1 ;j 0 � 1.

� Si � = 1
3 et j 0 est un entier pair, alors(� 1)j 0 � 1 = � 1 et

I = 2 j 0 � 1[2m0 + 1 � 1
3 ; 2m0 + 3 � 1

3 [= I
1
3
2m0+1 ;j 0 � 1 [ I

1
3
2m0+2 ;j 0 � 1.

� Si � = 1
3 et j 0 est un entier impair, alors(� 1)j 0 � 1 = 1 et

I = 2 j 0 � 1[2m0 � 1 + 1
3 ; 2m0 + 1 + 1

3 [= I
1
3
2m0 � 1;j 0 � 1 [ I

1
3
2m0 ;j 0 � 1.

Dans tous les casI est une réunion de deux intervalles appartenant àD � chacun étant de longueur

2j 0 � 1 = jI j
2 . Par dé�nitions, il suit que D � est une grille dyadique deR. �

Remarque 4.2.2. L'introduction des grilles D0 et D
1
3 trouve tout son sens dans le cadre de notre

travail. En e�et, après l'avènement de la notion de grille dyadique qui constituait alors un outil impor-

tant pour obtenir de bonnes estimations des opérateurs intégraux non-dyadiques, les harmoniciens

utilisaient les grilles de manière aléatoire ce qui les obligeaient à faire des considérations probabilistes.

Face à cette di�culté, dans le cas du demi-plan et même du disque (cas que nous ne présenterons pas

ici), Hytönen et Pérez [17] ont démontré que les grilles dyadiqueD � , � 2 f 0; 1
3g étaient su�santes

pour remédier à ce problème.

Propriété 4.2.1. Pour � 2 f 0; 1
3g :
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4.2. Modèle dyadique du projecteur de Bergman

(1) La famille f TI ; I 2 D � g est une partition deH.

(2) Quels que soientz et � appartenant à H, la quantité

K �
� (z; � ) =

X

I 2D �

1QI (z) � 1QI (� )
jI j2+ �

est �nie.

Preuve. (1) Soit z 2 H alors, Im (z) > 0 et on chercheI 2 D � tel que z 2 TI = I � ]2j � 1; 2j ]

avec I = 2 j [m + ( � 1)j �; m + 1 + ( � 1)j � [. Nécessairement,Re(z) 2 I et 2j � 1 < Im (z) � 2j

ce qui entraîne que� j � � ln Im (z)
ln 2 < � j + 1 et m � Re(z)

2j � (� 1)j � < m + 1, c'est-à-dire

que j = � E
�
� ln Im (z)

ln 2

�
et m = E

�
Re(z)

2j � (� 1)j �
�
. On a ainsi prouvé l'existence dej; m 2 Z

ainsi que l'existence deI 2 D � tel que z 2 TI ; ce qui prouve que la famille(TI )I 2D � recouvre

H. Par ailleurs, pour I 2 D � , TI est non vide et siTI 1 et TI 2 ont un point z en commun

avec I k = I �
mk ;j k

, k = 1; 2, alors du raisonnement précédent, on aj 1 = � E
�
� ln Im (z)

ln 2

�
= j 2

et m1 = E
�

Re(z)
2j k

� (� 1)j k �
�

= m2 ; d'où I 1 = I 2 c'est-à-dire queTI 1 = TI 2 . On conclut que

(TI )I 2D � est une partition deH.

(2) Toujours avec les notations de la preuve de la Proposition 4.1.2,D � = f I �
m;j : m; j 2 Zg avec

jI �
m;j j = 2 j . On a z 2 QI = I � [0; 2j ] avecI = I �

m;j si j � ln Im (z)
ln 2 et Re(z) 2 I c'est-à-dire que

j � j 0 et m = m0 où j 0 = E
�

ln Im (z)
ln 2

�
et m0 = E

�
Re(z)

2j � (� 1)j �
�
. Ainsi, pour I = I �

m;j :

1QI (z) =

8
<

:
1 si j � j 0 et m = m0

0 sinon:
(4.2)

Par conséquent,

K �
� (z; � ) =

X

I 2D �

1QI (z) � 1QI (� )
jI j2+ �

=
X

(j;m )2 Z 2 ;I = I �
m;j

1QI (z) � 1QI (� )
2(2+ � )j

=
X

j � j 0

1QI (� )
2(2+ � )j

�
X

j � j 0

1
2(2+ � )j

=
2(� j 0+1)(2+ � )

22+ � � 1
:

�

Dé�nition 4.2.6. Pour � 2 f 0; 1
3g, on dé�nit le noyau dyadique positif par :

K �
� (z; � ) :=

X

I 2D �

1QI (z) � 1QI (� )
jI j2+ �

:

On note par Q�
� l'opérateur intégral de noyauK �

� appelé opérateur dyadique. Plus précisément,

Q�
� (f )(z) =

X

I 2D �

1QI (z)
jI j2+ �

Z

QI

f (� )dA � (� ) =
X

I 2D �

hf;
1QI (z)
jI j2+ �

i � 1QI (z) :
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4.2. Modèle dyadique du projecteur de Bergman

4.2.3 Equivalence entre le projecteur maximal de Bergman et l'opéra-

teur dyadique.

Lemme 4.2.1. Soit K un intervalle borné deR, d'extrémités a et b avec a � b. Alors, il existe

� 2 f 0; 1
3g et un intervalle I 2 D � tel que K � I et jI j � 8jK j.

Preuve. On suppose quejI j = 2 j alors il faut montrer que2j � 8jK j c'est-à-dire quej � 3 � ln jK j
ln 2 .

Comme,E
�

ln jK j
ln 2

�
� ln jK j

ln 2 < E
�

ln jK j
ln 2

�
+1 alors il su�t de prendre j = E

�
ln jK j
ln 2

�
+3 = j 0+3 avecj 0 =

E
�

ln jK j
ln 2

�
ainsi on a :2j 0 � j K j < 2j 0+1 . Cherchonsm à présent ; pour cela, supposons d'abord que

l'intervalle [a; b] ne contient aucun point de la forme2j 0+3 m, m 2 Z et considéronsm0 = E
�

a
2j 0+3

�
.

Alors 2j 0+3 m0 � a < 2j 0+3 (m0 + 1) et comme 2j 0+3 m0 n'appartient pas à [a; b] nécessairement,

2j 0+3 m0 � a � b < 2j 0+3 (m0 + 1) ; par conséquent, on aK � [a; b] � I = [2 j 0+3 m0; 2j 0+3 (m0 + 1)[ ,

avecI 2 D 0 et jI j = 2 j 0+3 � 8jK j puisque2j 0 � j K j < 2j 0+1 .

Maintenant, s'il existe un entier m1 tel que 2j 0+3 m1 soit un élément de[a; b] alors [a; b] ne saurait

contenir un point de la forme2j 0+3 (m + (� 1) j 0+3

3 ), m 2 Z. En e�et, si 2j 0+3 (m + (� 1) j 0+3

3 ) 2 [a; b] alors

comme2j 0+3 m1 2 [a; b] on a :

2j 0+3
�
�
�
� jm � m1j �

1
3

�
�
�
� � 2j 0+3

�
�
�
�
�
m1 � (m +

(� 1)j 0+3

3
)

�
�
�
�
�
� j K j < 2j 0+1 :

Ce qui entraîne que
�
�
� jm � m1j � 1

3

�
�
� < 1

4 , ce qui est impossible puisque
�
�
�n � 1

3

�
�
� � 1

3 pour tout, n 2 N.

Considérons doncm2 = E
�

a
2j 0+3 � (� 1) j 0+3

3

�
alors, 2j 0+3 (m2 + (� 1) j 0+3

3 ) � a < 2j 0+3 (m2 + 1 + (� 1) j 0+3

3 )

et comme2j 0+3 (m2 + 1 + (� 1) j 0+3

3 ) n'appartient pas à [a; b], alors on déduit que

2j 0+3 (m2 + (� 1) j 0+3

3 ) � a � b < 2j 0+3 (m2 + 1 + (� 1) j 0+3

3 ). Donc, K � [a; b] � I où on a

I = 2 j +3 [m2 + (� 1) j +3

3 ; m2 + 1 + (� 1) j +3

3 [, I 2 D 1=3 et jI j = 2 j 0+3 � 8jK j car 2j 0 � j K j < 2j 0+1 . �

Théorème 4.2.1. Pour toute fonction f positive et localement intégrable surH on a :

 0
� Q� (f )(z) � P+

� f (z) �  � Q� (f )(z); z 2 H;

avecQ� (f ) =
P

� 2f 0; 1
3 g

Q�
� (f ),  � = 322+ �

4 et  0
� = 5� (1+ �

2 ) (22+ � � 1)
8 . Autrement dit, l'opérateur dyadique

Q� est équivalent àP+
� .

Preuve. Soient z; � 2 H et � 2 f 0; 1
3g. Il su�t de montrer que :

 0
�

X

� 2f 0; 1
3 g

K �
� (z; � ) � K +

� (z; � ) �  �

X

� 2f 0; 1
3 g

K �
� (z; � ): (4.3)

Commençons par le membre de gauche de l'inégalité (4.3). D'après la relation (4.2) il existel; s 2 N

tels que pourI = I �
m;l et J = I �

m;s on a z 2 QI et � 2 QJ . En prenant j = max( l; s) on a z; � 2 QI 0

où I 0 = I �
m;j . Désignons parj 0 le plus petit entier naturel tel quez; � 2 QI 0 avecjI 0j = 2 j 0 alors, pour

I = I �
m;j 2 D � ,on a z; � 2 QI , si j � j 0 et m = E

�
Re(z)

2j � (� 1)j �
�

= E
�

Re(� )
2j � (� 1)j �

�
. Donc,

1QI (z) � 1QI (� ) =

8
<

:

1 si j � j 0; m = E
�

Re(z)
2j � (� 1)j �

�

0 sinon:
(4.4)
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4.3. Estimation optimale pour l'opérateur maximal m� .

Ainsi, il vient de (4.4) que :

K �
� (z; � ) =

X

I 2D �

1QI (z) � 1QI (� )
jI j2+ �

=
X

(j;m )2 Z 2

1Q
I �
m;j

(z) � 1Q
I �
m;j

(� )

2(2+ � )j

=
X

j � j 0

1
2(2+ � )j

= b� 2� j 0 (2+ � ) =
b�

jI 0j2+ �
; avec b� =

22+ �

22+ � � 1
:

Par ailleurs, jz � � j2 = ( Re(z) � Re(� ))2 + ( Im (z) + Im (� ))2 � 5jI 0j2 puisquez; � 2 QI 0 c'est-à-dire

Re(z); Re(� ) 2 I 0 et Im (z); Im (� ) 2 [0; jI 0j]. Ainsi,

K �
� (z; � ) =

b�

jI 0j2+ �
� 51+ �

2 2� � b� K +
� (z; � ):

Il s'ensuit alors que 0
�

P

� 2f 0; 1
3 g

K �
� (z; � ) � K +

� (z; � ) avec 0
� = 2� 5� (1+ �

2 )

2b�
= 5� (1+ �

2 ) (22+ � � 1)
8 .

Il reste à prouver le membre de droite de l'inégalité (4.3). Considéronsj = E
�

ln jz� � j
ln 2

�

alors,

2j � j z � � j < 2j +1 . Donc, jRe(z) � Re(� )j � j z � � j < 2j +1 alors en posanta = min( Re(z); Re(� ))

on a a � Re(z); Re(� ) < a + 2 j +1 . Donc, si on poseK = [ a; a + 2 j +1 [ alors Re(z); Re(� ) 2 K . On a

aussi,2j +1 > jz � � j � Im (z) + Im (� ) et jK j = 2 j +1 , ce qui entraîne queIm (z); Im (� ) 2 [0; jK j].

Ainsi, on a quez; � 2 QK . En vertu du Lemme 4.2.1, il existe� 2 f 0; 1
3g et I 2 D � tels queK � I

et jI j � 8jK j. Donc, on az; � 2 QK � QI et jI j � 8jK j = 16 � 2j � 16jz � � j, ce qui implique que

jI j2+ � �  �
jz � � j2+ �

2�
;

avec � = 322+ �

4 . Ainsi, du fait que I 2 D � et z; � 2 QI on déduit que :

K +
� (z; � ) �

 �

jI j2+ �
�  �

X

I 2D � ;� 2f 0; 1
3 g

1QI (z) � 1QI (� )
jI j2+ �

=  �

X

� 2f 0; 1
3 g

K �
� (z; � ):

�

4.3 Estimation optimale pour l'opérateur maximal m� .

Théorème 4.3.1. [12] Soit ! une fonction positive localement intégrable surH. Si m!;� désigne

l'opérateur maximal à poids dé�ni pour une fonctionf localemnt surH et z 2 H par :

m!;� f (z) := sup
I � R ;intervalle

1QI (z)
jQI j !;�

Z

QI

jf j! dA � :

Alors, il existe une constanteA1;� indépendante de! telle que quelle que soit la fonction

f 2 L1(! dA � ) et pour tout � > 0 on a :

jf z 2 D; m!;� f (z) > � gj!;� �
A1;�

�
kf kL 1 (! dA � ) :

Mémoire de MASTER : Estimations optimales pour le projecteur

de BERGMAN dans le disque unité

70 FOGHEM GOUNOUE Guy Fabrice c UY1 2014



4.3. Estimation optimale pour l'opérateur maximal m� .

Corollaire 4.3.1. Si ! est une fonction positive localement intégrable surH, alors pour

1 < p < + 1 , il existe une constanteAp;� indépendante de! telle que :

km!;� f kL p (! dA � ) � Ap;� kf kL p (! dA � ) ; f 2 Lp(! dA � ):

Preuve. Le Théorème 4.3.1 montre quem!;� est de type faible(1; 1) sur L1(! dA � ) et il est évident

quem!;� est de type(1 ; 1 ) alors compte tenu du Théorème 1.2.1 d'interpolation de Marcinkiewicz,

pour tout f 2 Lp(! dA � ) on a :

km!;� f kL p (! dA � ) � Ap;� kf kL p (! dA � ) avec Ap;� = 2

 
A1;� p
p � 1

! 1
p

:

�

Théorème 4.3.2. [18] Soient! 2 (Bp;� ) (1 < p < + 1 ), alors il existe une constante� p;� > 0

indépendante de! telle que pour toute fonctionf 2 Lp(! dA � ) :

km� f kL p (! dA � ) � � p;� [Bp;� (! )]
1

p� 1 kf kL p (! dA � ) :

Preuve. Pour des raisons de commodité, posons� = ! 1� p0
ou ! = � 1� p alors � 2 (Bp0;� ). Soient I

un intervalle de R, z 2 QI et f 2 Lp(! dA � ) :

 
1

jQI j �

Z

QI

jf jdA �

! p� 1

=

 
jQI j �;�
jQI j �

! p� 1  
1

jQI j �;�

Z

QI

jf jdA �

! p� 1

�
Bp;� (! )
jQI j !;�

jQI j �

 
1

jQI j �;�

Z

QI

jf jdA �

! p� 1

=
Bp;� (! )
jQI j !;�

Z

QI

 
1QI (� )
jQI j �;�

Z

QI

jf j� � 1� dA �

! p� 1

dA � (� )

�
Bp;� (! )
jQI j !;�

Z

QI

[m�;� (f � � 1)]p� 1(� )! � 1(� )! (� )dA � (� )

� Bp;� (! )m!;� (g! � 1)(z); avec g(� ) = [ m�;� (f � � 1)]p� 1(� ):

L'intervalle I étant choisit arbitrairement, alors commep0

p = 1
p� 1 il suit donc que :

m� f (z) � [Bp;� (! )]
1

p� 1 (m!;� (g! � 1)(z))
1

p� 1 :

Ce qui implique que :

km� f kp
L p (! dA � ) � [Bp;� (! )]p0

km!;� (g! � 1)kp0

L p0(! dA � )
(4.5)

Mais du Corollaire 4.3.1, on a :

km!;� kL p (! dA � )! L p (! dA � ) � Ap;� et km�;� kL p0(� dA � )! L p0(� dA � ) � Ap0;�

où Ap;� et Ap0;� sont des constantes indépendantes de! . en tenant compte du fait quep0(p � 1) = p)
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4.4. Méthode d'extrapolation de Rubio de Francia

on déduit les inégalités ci-après :

km!;� (g! � 1)kp0

L p0(! dA � )
� Ap0

p0;� kg! � 1kp0

L p0(! dA � )
= Ap0

p0;�

Z

H
[m�;� (f � � 1)]p0(p� 1)! 1� p0

dA �

= Ap0

p0;� km�;� (f � � 1)kp
L p (� dA � ) � Ap0

p0;� Ap
p;� kf � � 1kp

L p (� dA � )

= Ap0

p0;� Ap
p;�

Z

H
jf jp� 1� pdA � = Ap0

p0;� Ap
p;� kf kp

L p (! dA � ) :

C'est-à-dire que pour� p
p;� = Ap0

p0;� Ap
p;� on a :

km!;� (g� � 1)kp0

L p0(! dA � )
� � p

p;� kf kp
L p (! dA � ) : (4.6)

Comme p0

p = 1
p� 1 alors les inégalités (4.5) et (4.6) entraînent que :

km� f kL p (! dA � ) � � p;� [Bp;� (! )]
1

p� 1 kf kL p (! dA � ) :

�

Corollaire 4.3.2. Soit ! 2 (Bp;� ) (1 < p < + 1 ) alors il existe une constante� 0
p;� > 0 indépendante

de ! telle que pour tout f 2 Lp0
(! 1� p0

dA � ) :

km� f kL p0(! 1� p0dA � ) � � 0
p;� Bp;� (! )kf kL p0(! 1� p0dA � ) :

Preuve. On sait que ! 1� p0
2 (Bp0;� )) et Bp0;� (! 1� p0

) = [ Bp;� (! )]p0� 1 avec1 < p 0 < + 1 ; d'après le

Théorème 4.3.2 il existe une constante� 0
p;� > 0 indépendante de! telle que :

km� f kL p0(! 1� p0dA � ) � � 0
p;� [Bp0;� (! 1� p0

)]
1

p0� 1 kf kL p0(! 1� p0dA � ) = � 0
p;� Bp;� (! )kf kL p0(! 1� p0dA � ) :

�

4.4 Méthode d'extrapolation de Rubio de Francia

Dans cette partie, nous adaptons la méthode d'extrapolation de Rubio de Francia (voir [10, 11]).

Nous y supposons que :p > 2, q = p
2 > 1, � (p) = p� 2

p� 1 et q0 est l'exposant conjugué deq où

q0 = q
q� 1 = p0

� (p) .

4.4.1 Opérateurs S!;� et D !;�

Soit ! un poids surH, nous dé�nissons les opérateurs à poidsS!;� et D !;� respectivement sur

Lq0
(! dA � ) par :

S!;� (h) =

0

@m� (jhj
1

� ( p) ! )
!

1

A

� (p)

et D !;� (h) =
+ 1X

n=0

1
2n

Sn
!;� (h)

kS!;� kn
;
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où S0
!;� (h) = jhj, Sn

!;� (h) = S!;� � Sn� 1
!;� (h) pour n � 1 et on notekS!;� k = kS!;� kL q0(! dA � )! L q0(! dA � ) .

Ces opérateurs possèdent les propriétés suivantes :

Propriété 4.4.1. Soient ! 2 (Bp;� ) et h 2 Lq0
(! dA � ).

(1) S!;� et D !;� sont des opérateurs sous-additifs.

(2) kS!;� (h)kL q0(! dA � ) � [� p0;� Bp;� (! )]� (p)khkL q0(! dA � ) .

(3) kD !;� (h)kL q0(! dA � ) � 2khkL q0(! dA � ) .

(4) jhj � D !;� (h).

(5) S!;� (D !;� (h)) � 2kS!;� kD !;� (h).

Preuve. (1) Soient h1; h2 2 Lq0
(! dA � ) ; soit I un intervalle de R. Comme 1

� (p) > 1, on déduit de

l'inégalité de Minkowski que :

 
1

jQI j �

Z

QI

jh1 + h2j
1

� ( p) ! dA �

! � (p)

�

 
1

jQI j �

Z

QI

jh1j
1

� ( p) ! dA �

! � (p)

+

 
1

jQI j �

Z

QI

jh2j
1

� ( p) ! dA �

! � (p)

� m� (jh1j
1

� ( p) ! )� (p) + m� (jh2j
1

� ( p) ! )� (p)

= ! � (p)(S!;� (h1) + S!;� (h2)) :

En passant à la borne supérieure, il s'en suit que :S!;� (h1 + h2) � S!;� (h1) + S!;� (h2). Puis, en

procédant par récurrence surn 2 N on a :Sn
!;� (h1 + h2) � Sn

!;� (h1)+ Sn
!;� (h2) et par conséquent

on déduit que :D !;� (h1 + h2) � D !;� (h1) + D !;� (h2).

(2) Commep0 = q0� (p) alors du Corollaire 4.3.2, il suit que :

kS!;� (h)kq0

L q0(! dA � )
=

Z

H

2

4 m� (jhj
1

� ( p) ! )
!

3

5

q0� (p)

! dA � = km� (jhj
1

� ( p) )kp0

L p0(! 1� p0dA � )

� [� p0;� Bp;� (! )]p0
kjhj

1
� ( p) ! kp0

L p0(! 1� p0dA � )
= [ � p0;� Bp;� (! )]p0

Z

H
jhjq

0
! dA � :

Donc, kS!;� (h)kL q0(! dA � ) � [� p0;� Bp;� (! )]� (p)khkL q0(! dA � ) ce qui signi�e que alors que :kS!;� k �

[� p0;� Bp;� (! )]� (p) .

(3) On sait que :

kS!;� (h)kL q0(! dA � ) � k S!;� kkhkL q0(! dA � ) :

Ainsi par récurrence surn 2 N, on déduit que :

kSn
!;� (h)kL q0(! dA � ) � k S!;� knkhkL q0(! dA � ) : (4.7)

Par conséquent, on déduit de la continuité de la normek � kL q0(! dA � ) et de (4.7) que :

kD !;� (h)kL q0(! dA � ) = lim
k! + 1







kX

n=0

1
2n

Sn
!;� (h)

kS!;� kn







L q0(! dA � )

� lim
k! + 1

kX

n=0

1
2n

kSn
!;� (h)kL q0(! dA � )

kS!;� kn

� k hkL q0(! dA � )

+ 1X

n=0

1
2n

= 2khkL q0(! dA � ) :
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(4) Découle de la dé�nition deD !;� .

(5) Soit I un intervalle, considéronsg = D !;� (h) et gk =
kX

n=0

1
2n

Sn
!;� (h)

kS!;� kn
, k 2 N. Alors la suite f gkgk

est une suite croissante et positive de fonctions mesurables qui converge simplement versg. Du

théorème de Beppo-Levi, on déduit que :

 
1

jQI j �

Z

QI

g
1

� ( p) ! dA �

! � (p)

= lim
k! + 1

 
1

jQI j �

Z

QI

g
1

� ( p)
k ! dA �

! � (p)

� lim
k! + 1

m� (g
1

� ( p)
k ! ) = ! � (p) lim

k! + 1
S!;� (gk):

Il s'en suit donc que :S!;� (g) � lim
k! + 1

S!;� (gk). Il découle de la sous-additivité deS!;� que :

S!;� (g) � lim
k! + 1

S!;� (gk) = lim
k! + 1

S!;�

 kX

n=0

1
2n

Sn
!;� (h)

kS!;� kn

!

� lim
k! + 1

kX

n=0

1
2n

Sn+1
!;� (h)

kS!;� kn
= 2kS!;� k

+ 1X

n=0

1
2n+1

Sn+1
!;� (h)

kS!;� kn+1

� 2kS!;� kD !;� (h):

Commeg = D !;� (h) alors on déduit que :S!;� (D !;� (h)) � 2kS!;� kD !;� (h). �

Nous allons montrer qu'on peut obtenir d'un poids de la classe(Bp;� ) avecp > 2 un poids de la

classe(B2;� ) via l'opérateur D !;� .

Théorème 4.4.1. Soient ! 2 (Bp;� ) et h 2 Lq0
(! dA � ) une fonction positive, alors :

B d
2;� (h!; S !;� (h)! ) � [Bp;� (! )]

1
p� 1 :

Preuve. Soit I un intervalle. On sait que� (p) = p� 2
p� 1 ou � (p)+ 1

p� 1 = 1 alors de l'inégalité de Hölder,

Z

QI

h! dA � =
Z

QI

h! � (p) !
1

p� 1 dA � �
� Z

QI

h
1

� ( p) ! dA �

� � (p) � Z

QI

! dA �

� 1
p� 1

:

D'où
1

jQI j �

Z

QI

h! dA � �

 
jQI j !;�
jQI j �

! 1
p� 1

 
1

jQI j �

Z

QI

h
1

� ( p) ! dA �

! � (p)

: (4.8)

D'autre part, en remarquant que� (p) � 1 = 1 � p0 on a :

Z

QI

[S!;� (h)! ]� 1dA � =
Z

QI

0

@m� (h
1

� ( p) ! )
!

1

A

� � (p)

! � 1dA � =
Z

QI

[m� (h
1

� ( p) ! )]� � (p) ! 1� p0
dA �

�

 
1

jQI j �

Z

QI

h
1

� ( p) ! dA �

! � � (p) � Z

QI

! 1� p0
dA �

�

:
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Car m� (h
1

� ( p) ! ) �
1Q I

jQI j �

R
QI

h
1

� ( p) ! dA � . Ainsi, on obtient

1
jQI j �

Z

QI

[S!;� (h)! ]� 1dA � �

 
jQI j ! 1� p0;�

jQI j �

! 1
p� 1

 
1

jQI j �

Z

QI

h
1

� ( p) ! dA �

! � � (p)

: (4.9)

Il découle des inégalités (4.8) et (4.9) que :

 
1

jQI j �

Z

QI

h! dA �

!  
1

jQI j �

Z

QI

[S!;� (h)! ]� 1dA �

!

�

2

4 jQI j !;�
jQI j �

 
jQI j ! 1� p0;�

jQI j �

! p� 1
3

5

1
p� 1

� [Bp;� (! )]
1

p� 1 :

L'intervalle I étant arbitraire, alors il s'ensuit queB d
2;� (h!; S !;� (h)! ) � [Bp;� (! )]

1
p� 1 . �

Corollaire 4.4.1. Soit ! 2 (Bp;� ) alors pour tout h 2 Lq0
(! dA � ), D !;� (h)! 2 (B2;� ). En outre,

B2;� (D !;� (h)! ) � e� p;� Bp;� (! );

où e� p;� est une constante indépendante de! .

Preuve. Soit h 2 Lq0
(! dA � ), posonsg = D !;� (h). Alors en appliquant successivement les alinéas

(5) et (2) de la propriété 4.4.1 on obtient

S!;� (g) � 2kS!;� kD !;� (h) � 2[� p0;� Bp;� (! )]� (p)D !;� (h):

Soit,

g� 1 � 2[� p0;� Bp;� (! )]� (p) [S!;� (g)]� 1: (4.10)

Ainsi, si I est un intervalle R alors on déduit de (4.10) que :

 
1

jQI j �

Z

QI

g! dA �

!  
1

jQI j �

Z

QI

(g! )� 1dA �

!

� 2[� p0;� Bp;� (! )]� (p)

 
1

jQI j �

Z

QI

g! dA �

!

 
1

jQI j �

Z

QI

(S!;� (g)! )� 1dA �

!

� e� p;� [Bp;� (! )]� (p)B d
2;� (g!; S !;� (g)! )

� e� p;� [Bp;� (! )]� (p)+ 1
p� 1

= e� p;� Bp;� (! ); avec e� p;� = 2( � p0;� )� (p) :

Où la troisième inégalité découle du Théorème 4.4.1 du fait queh 2 Lq0
(! dA � ) entraîne que

g = D !;� (h) 2 Lq0
(! dA � ). Donc en passant à la borne supérieure sur les intervalles, il suit que :

B2;� (g! ) � e� p;� Bp;� (! ) ou B2;� (D !;� (h)! ) � e� p;� Bp;� (! ): �

4.4.2 Résultat principal

Commençons d'abord par une adaptation du théorème de représentation de Riesz.
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4.4. Méthode d'extrapolation de Rubio de Francia

Lemme 4.4.1. Soit (X; A ; � ) un espace mesuré, sig 2 Lp(X; � ) (p > 2) alors :

kgk2
p = sup

h� 0;khkq0=1

Z

X
jgj2hd�:

Preuve. Comme q = p
2 > 1, alors d'après l'inégalité de Hölder, pour touth 2 Lq0

(X; � ) tel que

h � 0, khkq0 = 1 on a :

Z

X
jgj2hd� �

� Z

X
jgj2qd�

� 1
q

� Z

X
jhjq

0
d�

� 1
q0

= kgk2
pkhkq0 = kgk2

p:

Puis, en supposant quekgkp 6= 0 : considéronsh = ( jgjkgk� 1
p )2(q� 1) = ( jgjkgk� 1

p )p� 2. Alors,

hq0
= ( jgjkgk� 1

p )p (car 2q0(q � 1) = 2q = p) ; d'où khkq0 = 1. Par ailleurs, jgj2h = kgk2
p(jgjkgk� 1

p )p =

kgk2
phq0

; ce qui implique que :

Z

X
jgj2hd� = kgk2

pkhkq0

q0 = kgk2
p:

Ce qui achève la preuve du résultat annoncé. �

Nous pouvons maintenant établir un résultat important relatif à la méthode d'extrapolation de

Rubio de Francia.

Théorème 4.4.2. (Extrapolation de Rubio de Francia) Soit T un opérateur dé�ni sur Lp. On

suppose qu'il existe une constanteC2;� > 0 telle que :

kTkL 2 (! dA � )! L 2 (! dA � ) � C2;� B2;� (! ); pour tout ! 2 (B2;� ):

Alors, quel que soitp > 2 il existe une constanteCp;� > 0 telle que :

kTkL p (! dA � )! L p (! dA � ) � Cp;� Bp;� (! ); pour tout ! 2 (Bp;� ):

Preuve. Supposons qu'une telle constanteC2;� existe. Soientp > 2, ! 2 (Bp;� ) et f 2 Lp(! dA � ).

D'après le Corollaire 4.4.1, pourh 2 Lq0
(! dA � ), h � 0 on a ! 0 = D !;� (h)! 2 (B2;� ) et on a

B2;� (! 0) � e� p;� Bp;� (! ). Commeh � D !;� (h) alors on déduit de l'hypothèse que :

Z

H
jT f j2h! dA � �

Z

H
jT f j2D !;� (h)! dA �

= kT f k2
L 2 (! 0dA � )

� [C2;� B2;� (! 0)]2kf k2
L 2 (! 0dA � )

� [C2;�
e� p;� Bp;� (! )]2kf k2

L 2 (! 0dA � )

c'est-à-dire que Z

H
jT f j2h! dA � � [C2;�

e� p;� Bp;� (! )]2kf k2
L 2 (! 0dA � ) : (4.11)

D'autre part, il découle de l'alinéa (3) des Propriétés 4.4.1 queD !;� est borné surLq0
(! dA � ) de
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norme inférieure à 2 et donc en appliquant l'inégalité de Hölder on obtient :

kf k2
L 2 (! 0dA � ) =

Z

H
jf j2D !;� (h)! dA � �

� Z

H
jf j2q! dA �

� 1
q

� Z

H
jD !;� (h)jq

0
! dA �

� 1
q0

= kf k2
L p (! dA � )kD !;� (h)kL q0(! dA � ) � 2kf k2

L p (! dA � )khkL q0(! dA � ) :

Donc, en prenantCp;� =
p

2C2;�
e� p;� alors il découle de l'inégalité (4.11) que :

Z

H
jT f j2h! dA � � [Cp;� Bp;� (! )]2kf k2

L p (! dA � )khkL q0(! dA � ) : (4.12)

Puis on déduit du Lemme 4.4.1 et de l'inégalité (4.12) que :

kT f k2
L p (! dA � ) = sup

h� 0;khk
L q0

( ! dA � )
=1

Z

H
jT f j2h! dA �

� [Cp;� Bp;� (! )]2kf k2
L p (! dA � ) :

Soit, kT f kL p (! dA � ) � Cp;� Bp;� (! )kf kL p (! dA � ) pour tout f 2 Lp(! dA � ) ; ce qui entraîne que

kTkL p (! dA � )! L p (! dA � ) � Cp;� Bp;� (! ). Ce qui prouve le résultat annoncé vue queCp;� ne dépend pas

de ! et ! est arbitrairement choisit dans(Bp;� ). �

4.5 Estimations optimales pour le projecteur de Bergman

4.5.1 Continuité du projecteur de Bergman

Nous allons établir une autre preuve de la continuité du projecteur de Bergman. On utilise le fait

que l'opérateur dyadiqueQ� =
P

� 2f 0; 1
3 g

Q�
� est équivalent au projecteur maximal de BergmanP+

� (voir

Théorème 4.2.1). Nous commençons alors par montrer queQ� est borné surL2(! dA � ).

Théorème 4.5.1. Soient � 2 f 0; 1
3g et ! 2 (B2;� ) alors il existe une constanteC �

2;� indépendante

de ! telle que pour tout f 2 L2(! dA � ) :

kQ�
� f k � C �

2;� B2;� (! )kf kL 2 (! dA � ) :

Preuve. Soit I 2 D � un intervalle dyadique ; commejI j2+ � = � jQI j � = �� � jTI j � (voir Remarque

4.2.1) alors on a :

1
jI j2+ �

=
1

� jQI j �
=

� � B2;� (! )jQI j �
� jQI j !;� jQI j ! � 1 ;�

�
� � B2;� (! )jTI j �

� jQI j !;� jQI j ! � 1 ;� :

Donc, en prenant� �
� = � �

� on obtient :

1
jI j2+ �

� � �
�

B2;� (! )jTI j �
jQI j !;� jQI j ! � 1 ;�

: (4.13)

Soient f; g 2 L2(! dA � ), comme(TI )I 2D � est une partition deH alors on déduit de l'inégalité(4:13)
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que :

�
�
�
�

Z

H
Q�

� (f )g! dA �

�
�
�
� =

�
�
�
�
�
�

X

I 2D �

1
jI j2+ �

hf; 1QI i � hg!; 1QI i �

�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�

X

I 2D �

1
jI j2+ �

� Z

QI

f dA �

� � Z

QI

g! dA �

�
�
�
�
�
�
�

� � �
� B2;� (! )

X

I 2D �

jTI j �

 
1

jQI j ! � 1 ;�

Z

QI

f dA �

!  
1

jQI j !;�

Z

QI

jgj! dA �

!

= � �
� B2;� (! )

X

I 2D �

Z

TI

 
1QI (� )

jQI j ! � 1 ;�

Z

QI

jf j!! � 1dA �

!  
1

jQI j !;�

Z

QI

jgj! dA �

!

dA � (� )

� � �
� B2;� (! )

X

I 2D �

Z

TI

m! � 1 ;� (f ! )( � )m!;� (g)( � )dA � (� )

= � �
� B2;� (! )

Z

H
m! � 1 ;� (f ! )( � )m!;� (g)( � )! � 1

2 (� )!
1
2 (� )dA �

� � �
� B2;� (! )

� Z

H
(m! � 1 ;� (f ! ))2! � 1dA �

� 1
2

� Z

H
(m!;� (g))2! dA �

� 1
2

= � �
� B2;� (! )km! � 1 ;� (f ! )kL 2 (! � 1dA � )km!;� (g)kL 2 (! dA � ) :

Où la dernière inégalité s'obtient en appliquant l'inégalité de Hölder. D'autre part, du Corollaire

4.3.1 on déduit qu'il existe deux constantesA2;� et A0
2;� indépendante de! telles que :

km!;� gkL 2 (! dA � ) � A2;� kgkL 2 (! dA � )

et km! � 1 ;� (f ! )kL 2 (! � 1dA � ) � A0
2;� kf ! kL 2 (! � 1dA � ) = A0

2;� kf kL 2 (! dA � ) :

Ainsi en prenant C �
2;� = � �

� A2;� A0
2;� on obtient :

�
�
�
�

Z

H
Q�

� (f )g! dA �

�
�
�
� � C �

2;� B2;� (! )kf kL 2 (! dA � )kgkL 2 (! dA � ) : (4.14)

On déduit alors du théorème de représentation de Riesz et de l'inégalité (4.14) que :

kQ�
� (f )kL 2 (! dA � ) = sup

kgkL 2 ( ! dA � ) =1

�
�
�
�

Z

H
Q�

� (f )g! dA �

�
�
�
� � C �

2;� B2;� (! )kf kL 2 (! dA � ) :

Soit, kQ�
� (f )kL 2 (! dA � ) � C �

2;� B2;� (! )kf kL 2 (! dA � ) , pour tout f 2 L2(! dA � ). D'où

kQ�
� kL 2 (! dA � )! L 2 (! dA � ) � C �

2;� B2;� (! ):

�

Corollaire 4.5.1. Il existe une constanteC2;� > 0 telle que pour tout ! 2 (B2;� ) :

kP� kL 2 (! dA � )! L 2 (! dA � ) � C2;� B2;� (! ):

Preuve. Ce résultat découle immédiatement du Théorème 4.1.2 et du Théorème 4.5.1. De plus, il
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4.5. Estimations optimales pour le projecteur de Bergman

su�t de prendre C2;� = 322+ �

4 (C0
2;� + C

1
3
2;� ). �

Proposition 4.5.1. Soit 1 < p < + 1 , quelque soit! 2 (B2;� )

kP� kL p (! dA � )! L p (! dA � ) = kP� kL p0(! 1� p0dA � )! L p0(! 1� p0dA � ) :

Preuve. On rappelle que le crochet de dualité usuel entreLp(! dA � ) et Lp0
(! dA � ) est dé�ni par :

hf; g i !;� =
Z

H
f g! dA � ; f 2 Lp(! dA � ); g 2 Lp0

(! dA � ):

Soient f 2 Lp(! dA � ) et g 2 Lp0
(! dA � ), alors du fait queP� est un opérateur auto-adjoint relative-

ment au crocheth�; �i � on a :

hP� f; g i !;� = hP� f; g! i � = hf; P � (g! )i � :

Ainsi de l'inégalité de Hölder on obtient :

jhP� f; g i !;� j =
�
�
�
�

Z

H
fP � (g! )!

1
p ! � 1

p dA �

�
�
�
� �

� Z

H
jf jp! dA �

� 1
p

� Z

H
jP� (g! )jp

0
! 1� p0

dA �

� 1
p0

c'est-à-dire que

jhP� f; g i !;� j � k f kL p (! dA � )kP� (g! )kL p0(! 1� p0dA � ) (4.15)

D'autre part, comme g 2 Lp0
(! dA � ) alors g! 2 Lp0

(! 1� p0
dA � ) et P� étant borné deLp0

(! 1� p0
dA � )

sur lui même, (car! 1� p0
2 (Bp0;� )) puisque! 2 (Bp;� ) on déduit que :

kP� (g! )kL p0(! 1� p0dA � ) � k g! kL p0(! 1� p0dA � )kP� kL p0(! 1� p0dA � )! L p0(! 1� p0dA � )

= kgkL p0(! dA � )kP� kL p0(! 1� p0dA � )! L p0(! 1� p0dA � ) :

Ainsi, l'inégalité (4.15) devient :

jhP� f; g i !;� j � k f kL p (! dA � )kgkL p0(! dA � )kP� kL p0(! 1� p0dA � )! L p0(! 1� p0dA � ) : (4.16)

f et g étant quelconques, alors il découle du Théorème de représentation de Riesz et de l'inégalité

(4.16) que :

kP� f kL p (! dA � ) = sup
kgk

L p0
( ! dA � )

=1
jhP� f; g i !;� j

� k f kL p (! dA � )kP� kL p0(! 1� p0dA � )! L p0(! 1� p0dA � ) :

Il s'en suit que :

kP� kL p (! dA � )! L p (! dA � ) � k P� kL p0(! 1� p0dA � )! L p0(! 1� p0dA � ) : (4.17)

Par dualité, en utilisant le fait que ! 1� p0
2 (Bp0;� ) lorsque ! 2 (Bp;� ) et le crochet de dualité

h�; �i ! 1� p0;� entre Lp(! 1� p0
dA � ) et Lp0

(! 1� p0
dA � ) on obtient aussi que :

kP� kL p0(! 1� p0dA � )! L p0(! 1� p0dA � ) � k P� kL p (! dA � )! L p (! dA � ) : (4.18)
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4.5. Estimations optimales pour le projecteur de Bergman

On déduit donc le résultat annoncé des inégalités (4.17) et (4.18). �

On peut en�n établir le résultat de Sandra-Pott et de Maria Carmen Reguera suivant :

Théorème 4.5.2. (Sandra Pott et Carmen Reguera)

Pour 1 < p < + 1 , il existe une constanteeCp;� > 0 telle que pour tout ! 2 (Bp;� ) on a :

kP� kL p (! dA � )! L p (! dA � ) � eCp;� [Bp;� (! )]max(1 ; 1
p� 1 ) : (4.19)

Preuve. Soit ! 2 (Bp;� ) avec1 < p < + 1 . Supposons d'abord quep � 2 alors max(1; 1
p� 1) = 1 .

En vertu du Corollaire 4.5.1 pour tout ! 2 (B2;� ) on a :

kP� kL 2 (! dA � )! L 2 (! dA � ) � C2;� B2;� (! );

où C2;� est une constante indépendante de! . Il découle donc du Théorème 4.4.2 qu'il existe une

constanteCp;� > 0 indépendante de! telle que

kP� kL p (! dA � )! L p (! dA � ) � Cp;� Bp;� (! ) = Cp;� [Bp;� (! )]max(1 ; 1
p� 1 ) :

Maintenant, si 1 < p < 2 alorsp0 > 2 et 1
p� 1 = max(1; 1

p� 1) ; comme! 1� p0
2 (Bp0;� ) alors par analogie

au cas précédent et de la Proposition 4.5.1 on obtient :

kP� kL p (! dA � )! L p (! dA � ) = kP� kL p0(! 1� p0dA � )! L p0(! 1� p0dA � )

� Cp0;� Bp0;� (! 1� p0
) = Cp0;� [Bp;� (! )]

1
p� 1

= Cp0;� [Bp;� (! )]max(1 ; 1
p� 1 ) :

Ainsi, on a :

kP� kL p (! dA � )! L p (! dA � ) � eCp;� [Bp;� (! )]max(1 ; 1
p� 1 ) ; où eCp;� = max( Cp;� ; Cp0;� ): �

4.5.2 Contrôle optimal du projecteur de Bergman

Dans cette partir, nous montrons que l'inégalité (4.19) est optimale.

Dé�nition 4.5.1. Soient f et g deux fonctions numériques positives à une variable réelle. On dit

que g croît plus lentement quef lorsque lim
x! + 1

g(x)
f (x) = 0.

Dé�nition 4.5.2. Pour 1 < p < + 1 et � 1 < � < + 1 , on dira que l'estimation (4.19) valide pour

tout poids ! de la classe(Bp;� ) est optimale en terme de la constanteBp;� (! ) lorsqu'on ne peut pas

trouver une fonction � (x) qui croît plus lentement quex telle que :

kP� kL p (! dA � )! L p (! dA � ) � C�
�
[Bp;� (! )]max(1 ; 1

p� 1 )
�

: (4.20)

quel que soit! 2 (Bp;� ), où C > 0 est une constante indépendante de! .
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Si DR(x) désigne le démi-disque supérieur contenu dansH, de centrex 2 R et de rayonR > 0

(on note DR(0) par DR) notons :

K 0
p;� (! ) := sup

R> 0;x2 R

jDR(x)j !;�
jDR(x)j �

 
jDR(x)j ! 1� p0;�

jDR(x)j �

! p� 1

et K p;� (! ) := sup
R> 0

jDR j !;�
jDR j �

 
jDR j ! 1� p0;�

jDR j �

! p� 1

:

Lemme 4.5.1. Soient 1 < p < + 1 , � 1 < � < + 1 et ! un poids surH. Alors, on a :

d� 1
p;� K p;� (! ) � Bp;� (! ) � dp;� K 0

p;� (! ) avecdp;� = (
p

5)p(2+ � ) .

Preuve. Soit R > 0, en considérant l'intervalle I = [ � R; R], DR est contenu dans le boxe de

CarlesonQI = [ � R; R] � [0; 2R]. En observant la �gure 4.5.1 cas (a), si on prendR0 =
p

5R alors

QI est contenu dansDR0 d'où DR � QI � DR0. En utilisant les coordonnées polaires, on obtient :

jDR0j � =
2
�

� � + 1
� + 2

�  Z �
2

0
(sin � )� d�

!

(
p

5R)2+ � = (
p

5)2+ � jDR j � :

Par conséquent,jDR j � � j QI j � � (
p

5)2+ � jDR j � . Ainsi,

jDR j !;�
jDR j �

 
jDR j ! 1� p0;�

jDR j �

! p� 1

� (
p

5)p(2+ � ) jQI j !;�
jQI j �

 
jQI j ! 1� p0;�

jQI j �

! p� 1

� (
p

5)p(2+ � )Bp;� (! ):

R étant arbitraire, il s'ensuit que :

K p;� (! ) � (
p

5)p(2+ � )Bp;� (! ): (4.21)

Pour la deuxième inégalité, si on �xeI un intervalle de centrex 2 R, en observant la �gure 4.5.1

cas (b), alorsQI est contenu dansDR(x) avec R =
p

5
2 jI j. Puis, en prenantJ = [ � R + x; R + x],

DR(x) est contenu dansQJ d'où QI � DR(x) � QJ . Mais, commejJ j = 2R =
p

5jI j, on véri�e que

jQJ j � = (
p

5)(2+ � ) jQI j � . Ainsi, jQI j � � j DR(x)j � � (
p

5)(2+ � ) jQI j � et donc,

jQI j !;�
jQI j �

 
jQI j ! 1� p0;�

jQI j �

! p� 1

� (
p

5)p(2+ � ) jDR(x)j !;�
jDR(x)j �

 
jDR(x)j ! 1� p0;�

jDR(x)j �

! p� 1

� (
p

5)p(2+ � )K 0
p;� (! ):

Il s'ensuit que

Bp;� (! ) � 5p(1+ �
2 )K 0

p;� (! ): (4.22)

Il découle donc de (4.21) et (4.22) que

5� p(1+ �
2 )K p;� (! ) � Bp;� (! ) � 5p(1+ �

2 )K 0
p;� (! ):

�

Corollaire 4.5.2. Pour 1 < p < + 1 , � 1 < � < + 1 et 0 < � < 1, si on considère
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4.5. Estimations optimales pour le projecteur de Bergman

(a) R0 =
p

5R (b) R =
p

5j I j
2

Figure 4.5.1

! (z) = jzj(2+ � )( p� 1)(1 � � ) alors ! 2 (Bp;� ) et pour dp;� = 5p(1+ �
2 ) on a

d� 1
p;�

� 1� p

p
� Bp;� (! ) � dp;� � 1� p:

Preuve. Soit R > 0, on sait quejDR j � = 2
�

�
� +1
� +2

� �
R �

2
0 (sin � )� d�

�

R2+ � , alors en utilisant de nouveau

les coordonnées polaires on a :

jDR j !;� =
2
�

(� + 1)

 Z �
2

0
(sin � )� d�

! Z R

0
r (2+ � )( p� 1)(1 � � )+ � +1 dr

=
2
�

� � + 1
� + 2

�  Z �
2

0
(sin � )� d�

!
R(2+ � )( p� 1)(1 � � )+2+ �

(p � 1)(1 � � ) + 1

= jDR j �
R(2+ � )( p� 1)(1 � � )

(p � 1)(1 � � ) + 1
:

De même, en remarquant que(1 � p0)(1 � p) = 1 on a aussi,

jDR j ! 1� p0;� =
2
�

(� + 1)

 Z �
2

0
(sin � )� d�

! Z R

0
r (2+ � )( � � 1)+ � +1 dr

=
2
�

� � + 1
� + 2

�  Z �
2

0
(sin � )� d�

!
R(2+ � )( � � 1)+2+ �

�

= jDR j �
R(2+ � )( � � 1)

�
:

Il en résulte que, jD R j !;�
jD R j �

�
jD R j

! 1� p0
;�

jD R j �

� p� 1

= � 1� p

(p� 1)(1 � � )+1 . Alors on déduit queK p;� (! ) = � 1� p

(p� 1)(1 � � )+1 .

Mais, d'après le Lemme 4.5.1 on ad� 1
p;� K p;� (! ) � Bp;� (! ) � dp;� K p;� (! ) avec dp;� = 5 p(1+ �

2 ) et

1 � 1 + ( p � 1)(1 � � ) � p; on déduit alors qued� 1
p;�

p � 1� p � Bp;� (! ) � dp;� � 1� p. �

Lemme 4.5.2. Il existe une constanteR� > 1 dépendant uniquement de� telle que pour tous

z; � 1; � 2 2 H, si jzj � R� , j� 1j � 1 et j� 2j � 1 alors arg
�

z� � 1

z� � 2

� 2+ �

� �
4 .

Preuve. Supposons d'abord qu'une telle constante existe. Fixons� 1; � 2 2 H avec j� i j � 1, i = 1; 2

et choisissonsz 2 H tel que jzj � R� . Soient A i le point d'a�xe � i , i = 1; 2 et M le point d'a�xe z

alors � � = arg((z � � 1); (z � � 2)) désigne l'angle enM dans le triangle de sommets respectifsA1, A2
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4.5. Estimations optimales pour le projecteur de Bergman

et M . Nous voulons maximiser la valeur de� � . Désignons parM 0 le point d'intersection du segment

[A1; M ] et le cercle de centreO et de rayonR� (voir �gure 4.5.2) et � 0
� l'angle enM 0 dans le triangle

de sommetsA1, A2 et M 0. Des propriétés de la géométrie élémentaire on observe que� 0
� � � � ; il est

donc nécessaire de choisirM tel que jzj = R� .

Figure 4.5.2

Désormais, on �xe le pointM tel que jzj = R� . Soit B i le point d'intersection du segment[A i ; M ]

et la droite réelle (voir �gure 4.5.3), alors� � est aussi l'angle enM dans le triangle de sommetsB1,

B2 et M qui est maximal lorsque la distance entreB1 et B2 vaut 2. On peut donc prendre� 1 = � 1

et � 2 = 1.

Figure 4.5.3

Maintenant, �xons � 1 = � 1 et � 2 = 1 et supposons quez = x + i y alors y =
q

R2
� � x2 puisque

jzj = R� . Désignons par i , i = 1 ; 2 l'angle enM dans le triangle de sommets respectifsA i , M , et A

où A est le point d'a�xe zA = x. Par symétrie, on peut supposer que0 � x < R � (voir �gure 4.5.4).

D'après la �gure 4.5.4 on a :tan  1 = x+1p
R2

� � x2
,

tan  2 =

8
><

>:

x� 1p
R2

� � x2
si 1 � x < R � ;

1� xp
R2

� � x2
si 0 � x � 1

et � � (x) =

8
<

:
 1 �  2 si 1 � x < R � ;

 1 +  2 si 0 � x � 1:

Dans les deux cas, en utilisant le fait que Acrtg(a) + Acrtg(b) = Acrtg( a+ b
1� ab) on obtient que :

� � (x) = Acrtg

0

@ x + 1
q

R2
� � x2

1

A + Acrtg

0

@ 1 � x
q

R2
� � x2

1

A = Acrtg

0

@
2

q
R2

� � x2

R2
� � 1

1

A :

On véri�e que la fonction x 7�! � � (x) est décroissante sur[0; R� [. Ainsi, l'angle � � atteint sa valeur

maximale lorsquex = 0 c'est-à-dire quez = iR � ou bien queM (0; R� ).
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(a) Cas où 1 � x � R� (b) Cas où 0 � x � 1

Figure 4.5.4

Finalement, on a montrer que, quelques soientz; � 1; � 2 2 H tels quejzj � R� , j� i j � 1, i = 1; 2 on

a : arg((z � � 1); (z � � 2)) � � � = 2 arctan 1
R �

. Ainsi, pour avoir (2 + � )arg((z � � 1); (z � � 2)) � �
4 , il

su�t que 2(2 + � ) arctan 1
R �

= �
4 , soit R� =

�
tan �

8 (2 + � )� 1
� � 1

. �

Lemme 4.5.3. Soient 1 < p < + 1 , � 1 < � < + 1 et 0 < � < 1. Alors pour le poids

! (z) = jzj(2+ � )( p� 1)(1 � � ) , il existe une constanteeCp;� > 0 indépendante de� telle que :

kP� kL p (! dA � )! L p (! dA � ) � eCp;� [Bp;� (! )]max(1 ; 1
p� 1 ) : (4.23)

Preuve. Supposons d'abord que1 < p � 2 et considérons la fonctionf (z) = jzj(2+ � )( � � 1)1D (z),

z 2 H avecD = f z 2 H : jzj � 1g. Alors f 2 Lp(! dA � ) et kf kp
L p (! dA � ) = C�

� . En e�et, par passage

en coordonnées polaires on a :

kf kp
L p (! dA � ) =

� + 1
�

Z

D
j� j(2+ � )( � � 1)pj� j(2+ � )(1 � � )( p� 1)(Im (� )) � dA(� )

=
2(� + 1)

�

 Z �
2

0
(sin � )� d�

! Z 1

0
jr j(2+ � )( � � 1)+ � +1 dr

=
C�

�
avec C� =

2(� + 1)
� (� + 2)

Z �
2

0
(sin � )� d�:

Maintenant, considéronsz 2 H tel que jzj � R� où R� � 1 désigne la constante du Lemme 4.5.2 ;

alors quelque soit� 2 D on a : 0 � � � = arg
�

z� 1
z� �

� 2+ �
� �

4 c'est-à-dire 1p
2

� cos� � � 1. Ainsi, on a :

jP� f (z)j =
2�

jz � 1j2+ �

�
�
�
�
�
�

Z

D
f (� )

 
z � 1
z � �

! 2+ �

dA � (� )

�
�
�
�
�
�

=
2�

jz � 1j2+ �

�
�
�
�
�

Z

D

f (� )jz � 1j2+ �

jz � � j2+ �
ei� � dA � (� )

�
�
�
�
�

� 2�
Z

D

f (� ) cos� �

jz � � j2+ �
dA � (� )

�
2�

p
2

Z

D

j� j(2+ � )( � � 1)

jz � � j2+ �
dA � (� )
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�
2�

22+ � + 1
2

jzj � (2+ � )
Z

D
j� j(2+ � )( � � 1)dA � (� )

=
eC�

�
jzj � (2+ � ) avec eC� =

C�

4
p

2
:

Où on rappelle que pour� 2 D = f z 2 H : jzj � 1g on a : j� j � 1 � R� � j zj, d'où

jz � � j � (2+ � ) �
j� j � (2+ � )

22+ �
:

Ainsi, pour tout z 2 D � = f v 2 H : jvj � R� g,

jP� f (z)j �
eC�

�
jzj � (2+ � ) : (4.24)

Il découle donc de l'inégalité (4.24) que :

kP� f kp
L p (! dA � ) =

Z

H
jP� f (z)jp! (z)dA � (z)

�
Z

D �

jP� f (z)jp! (z)dA � (z)

�
eCp

� (� + 1)
�� p

Z

D �

jzj � (2+ � )pjzj(2+ � )( p� 1)(1 � � )(Im (z)) � dA � (z)

=
2 eCp

� (� + 1)
�� p

 Z �
2

0
(sin � )� d�

! � Z + 1

R �

jr j(2+ � )( � (1� p)� 1)+ � +1 dr
�

=
eCp

�

� p
�

C�

�
�

R(2+ � )� (1� p)
�

p � 1

� [ eCp;� Bp;� (! )
1

p� 1 kf kL p (! dA � ) ]p;

avec eCp;� = eC� (dp;� )1� p0
R

� (2+ � )
p0

� . Où pour obtenir la dernière inégalité on a utilisé le fait que1
p� 1 � 1,

kf kp
L p (! dA � ) = C�

� , R(2+ � )� (1� p)
� � R(2+ � )(1 � p)

� et d'après le Corollaire 4.5.2,

[Bp;� (! )]
p

p� 1 � [dp;� � 1� p]
p

p� 1 = ( dp;� )p0
� � p. Donc, kP� f kL p (! dA � ) � eCp;� [Bp;� (! )]

1
p� 1 kf kL p (! dA � ) . Par

suite, comme 1
p� 1 = max(1; 1

p� 1) (1 < p � 2) on déduit que,kP� kL p (! dA � )! L p (! dA � ) � eCp;� [Bp;� (! )]max(1 ; 1
p� 1 ) .

Maintenant, si p � 2 alors 1 < p 0 � 2. Il vient de la Proposition 4.5.1 et de ce qui précède que :

kP� kL p (! dA � )! L p (! dA � ) = kP� kL p0(! 1� p0dA � )! L p0(! 1� p0dA � )

� eCp0;� [Bp;� (! 1� p0
)]

1
p0� 1

= eCp0;� Bp;� (! ) = eCp0;� [Bp;� (! )]max(1 ; 1
p� 1 ) :

Dans tous les cas, en prenanteCp;� � eCp0;� , on obtient l'inégalité (4.23) pour1 < p < + 1 . �

Le résultat principale de cette partie est donne par le théorème qui suit.

Théorème 4.5.3. L'estimation (4.19) est optimale au sens de la Dé�nition 4.5.2

Preuve. Supposons l'existence d'une fonction positive� satisfaisant l'inégalité (4.20) pour tout

! 2 (Bp;� ) ; en particulier pour ! (z) = jzj(2+ � )( � � 1)(p� 1) avec0 < � < 1. En posant
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4.5. Estimations optimales pour le projecteur de Bergman

X (� ) = [ Bp;� (! )]max(1 ; 1
p� 1 ) , il découle alors des inégalités (4.20) et (4.23) que :

eCp;� X (� ) � k P� kL p (! dA � )! L p (! dA � ) � C� (X (� )) :

D'où
X (� )

� (X (� ))
� C eC � 1

p0;� : (4.25)

Mais du Corollaire 4.5.2 il suit queX (� ) ' (� 1� p)max(1 ; 1
p� 1 ) , d'où lim

� ! 0+
X (� ) = + 1 . Donc d'après

l'inégalité (4.25) on ne saurait avoir lim
x! + 1

x
� (x) = + 1 . Il est donc impossible que� (x) croît plus

lentement quex. �

On déduit aussi le résultat suivant.

Corollaire 4.5.3. Soient 1 < p < + 1 et � 1 < � < + 1 alors max
�
1; 1

p� 1

�
est la plus petite

puissance� telle que pour tout ! 2 (Bp;� ) on a :

kP� kL p (! dA � )! L p (! dA � ) � Cp;� [Bp;� (! )]� : (4.26)

Où Cp;� est une constante ne dépendent pas de! .

Preuve. Considérons la fonction positive� (x) = x � 0
avec � 0 = � [max(1; 1

p� 1)]� 1. Alors pour tout

! 2 (Bp;� ), l'inégalité (4.26) est équivalente à l'inégalité suivante :

kP� kL p (! dA � )! L p (! dA � ) � Cp;� �
�
[Bp;� (! )]max(1 ; 1

p� 1 )
�

:

Il découle donc, du Théorème 4.5.3 qu'on ne peut avoirlim
x! + 1

� (x)
x = 0 puisque� (x) ne peut croître

plus lentement quex. Mais, � (x)
x = x � 0� 1 et ne tend pas vers 0 lorsquex tend vers + 1 ; alors

nécessairement� 0 = � [max(1; 1
p� 1)]� 1 � 1 soit � � max(1; 1

p� 1). �

Tout compte fait, la notion de grille dyadique est un outil très improtant pour prouver les estima-

tions optimales pour le projeceur de Bergman dans le disque unité. De plus, on déduit de ce résultat

que l'estimation du Théorème 4.3.2 est optimale pour l'opérateurm� . On peut aussi remarquer que

le résultat le plus intéressant dans ce chapitre est le Lemme 4.2.1 puisqu'un résultat similaire en

dimension complexe supérieur permettrait d'y prolonger le Théorème 4.5.3 et le corollaire 4.5.3.
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| Conclusion |

L'objectif principal de ce mémoire était de caractériser les poids pour lesquels le projecteur de

Bergman dans le disque unité est continu sur les espacesLp(! dA � ), p > 1 (ou faiblement continu

sur les espacesL1(! dA � )) et de donner des estimations optimales de sa norme sur ces espaces pour

1 < p < + 1 . Pour y parvenir, on s'est approprié quelques outils importants constituants le socle de

notre travail ; nous avons dé�ni le projecteur de Bergman à travers une brève présentation de l'espace

de Bergman à poids dans le disque unité. Sur l'espace homogène(D; d; dA � ) nous avons montré que

la continuité (ou la continuité faible : casp = 1) du projecteur de Bergman sur les espacesLp(! dA � )

était caractérisée par l'appartenance de! à la classe(Bp;� ). Le problème des estimations optimales

pour le projecteur de Bergman dans le disque unité a été transféré �dèlement sur le demi-plan

supérieur. Puis, grâce à la méthode d'extrapolation de Rubio de Francia et la dualité, ce problème

a été résolu en démontrant l'équivalence entre le projecteur maximal de Bergman et l'opérateur

dyadique associé ; ce qui nous a permis d'obtenir des estimations optimales du projecteur de Bergman

sur les espacesL2(! dA � ) à poids de Békollé-Bonami. La notion de grille dyadique a permis d'obtenir

les estimations optimales pour le projecteur de Bergman dans le disque unité. Cependant, il convient

de mentioner que le problème d'estimations optimales pour le projecteur de Bergman en dimension

complexe supérieure sur la boule unité n'a pas encore été résolu . De plus, on ne sait pas s'il est

possible d'avoir des estimations optimales "faible" du projecteur de Bergman dans le casp = 1.
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